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PENYELESAIAN EKSAK PERSAMAAN GELOMBANG mKdV
MENGGUNAKAN METODE EXTENDED F-EXPANSION

Ketua Peneliti:
Vina Apriliani, S.Si., M.Si.

Abstrak

Salah satu fenomena dalam ilmu kelautan yang sering ditemui adalah
fenomena gelombang air. Gelombang yang terjadi di bawah permukaan
air laut disebut dengan gelombang internal. Salah satu model
matematika yang dapat merepresentasikan gelombang internal soliter
adalah persamaan Korteweg-de Vries (KdV). Kemudian, persamaan
KdV ini dimodifikasi suku-suku gangguan (pertubatif) sehingga
diperoleh persamaan gelombang modified Korteweg-de Vries (mKdV).
Banyak metode yang dapat digunakan wuntuk mengonstruksi
penyelesaian persamaan gelombang mKdV, salah satunya adalah
metode Extended F-Expansion. Tujuan penelitian ini adalah untuk
mengetahui penyelesaian eksak dari persamaan gelombang mKdV
menggunakan metode Extended F-Expansion dan mengetahui grafik
penyelesaian eksak persamaan gelombang mKdV yang diselesaikan
menggunakan metode Extended F-Expansion tersebut. Hasil penyelesaian
persamaan gelombang mKdV berupa penyelesaian eksak yang
dinyatakan dalam fungsi Jacobi eliptik, fungsi trigonometri, dan fungsi
hiperbolik. Beberapa grafik penyelesaian eksak persamaan gelombang
mKdV tersebut diilustrasikan menggunakan software Maple.

Kata Kunci: Gelombang Internal Soliter; Persamaan Gelombang modified
Korteweg-de Vries (mKdV); Metode Extended F-Expansion
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BAB 1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Salah satu fenomena dalam ilmu kelautan yang sering ditemui
adalah fenomena gelombang air. Gelombang air ini ada yang terjadi
di permukaan air laut dan ada pula yang terjadi di bawah
permukaan air laut. Gelombang yang terjadi di bawah permukaan air
laut disebut dengan gelombang internal. Salah satu gelombang
internal yang sering diamati adalah gelombang soliter yang hanya
memiliki satu puncak dan merambat dengan mempertahankan
bentuk dan kecepatannya serta tidak ada aliran balik. Gerakan
gelombang soliter ini dapat dimodelkan dalam suatu persamaan
matematika untuk memperoleh pendekatan model terkait bentuk
dan proses perambatannya menuju pantai.

Salah satu model matematika yang dapat merepresentasikan
gelombang internal soliter adalah persamaan Korteweg-de Vries
(KdV). Persamaan KdV ini diturunkan dari persamaan dasar fluida
ideal yaitu fluida yang takmampat (incompressible) dan takkental
(inviscid). Kemudian, persamaan KdV ini dimodifikasi suku-suku
gangguan (pertubatif) sehingga diperoleh persamaan gelombang
modified Korteweg-de Vries (mKdV). Persamaan gelombang mKdV
dapat diselesaikan menggunakan metode analitik (eksak) maupun

metode numerik (pendekatan).



Banyak metode yang telah digunakan para peneliti untuk
mengonstruksi penyelesaian persamaan gelombang mKdV. Beberapa
diantaranya adalah metode F-Expansion yang digunakan oleh Bashir
dan Alhakim (2013) dan metode Exp-Function oleh Chai et al. (2014)
dengan hasil berupa penyelesaian eksak. Selain itu, ada pula peneliti
yang menggunakan metode numerik seperti Abassy et al. (2004)
dengan metode Adomian Pade Approximation.

Metode extended F-expansion merupakan pengembangan dari
Metode F-expansion dengan memberikan tambahan variabel pada
pemisalan penyelesaiannya. Metode ini dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah persamaan diferensial taklinear dengan cara
yang sederhana dan menghasilkan penyelesaian yang eksak. Al-
Fhaid (2012) telah menggunakan metode ini untuk menyelesaikan
persamaan modified KdV-KP. Kemudian persamaan Kudryashov-
Sinelshchikov telah diselesaikan oleh Zhao (2013) dan persamaan
gelombang orde tinggi bertipe KdV juga telah diselesaikan oleh He et
al. (2013) menggunakan metode extended F-expansion. Selain itu,
peneliti juga pernah menggunakan metode ini untuk menyelesaikan
persamaan Boussinesq Orde Empat (Apriliani, 2015).

Sehubungan dengan uraian di atas, maka penelitian yang
berkaitan dengan penyelesaian persamaan gelombang sangatlah
penting untuk dikaji saat ini. Ketika penyelesaian tersebut ada, maka
dapat membantu untuk memahami proses dinamik dari persamaan
gelombang yang dimodelkan tersebut. Oleh karena itu, peneliti
tertarik untuk meneliti tentang “Penyelesaian Eksak Persamaan

Gelombang mKdV Menggunakan Metode Extended F-Expansion”.



B. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dalam penelitian ini
yang menjadi rumusan masalah adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana cara menentukan penyelesaian eksak dari persamaan
gelombang mKdV menggunakan metode extended F-expansion?
2. Seperti apa grafik penyelesaian eksak persamaan gelombang
mKdV yang diselesaikan menggunakan metode extended F-

expansion?

C. Tujuan Penelitian
Sesuai dengan permasalahan di atas, maka tujuan yang akan
dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengetahui penyelesaian eksak dari persamaan gelombang mKdV
menggunakan metode extended F-expansion.
2. Mengetahui grafik penyelesaian eksak persamaan gelombang
mKdV yang diselesaikan menggunakan metode extended F-

expansion.

D. Manfaat Penelitian
Hasil dari pelaksanaan penelitian ini diharapkan dapat
memberikan manfaat, antara lain:
1. Manfaat Teoritis
Penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat dalam
menambah pengetahuan terutama hal-hal yang berkaitan dengan
persamaan gelombang mKdV dan penggunaan metode extended F-

expansion.



2. Manfaat Praktis
Penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan dan
pengetahuan mengenai implementasi metode-metode
penyelesaian eksak persamaan gelombang yang inovatif. Bagi
peneliti selanjutnya, hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai
salah satu sumber informasi dan bahan rujukan untuk

mengadakan penelitian yang lebih lanjut.



BAB II
KAJIAN KEPUSTAKAAN

A. Persamaan Diferensial
Leibniz memperkenalkan persamaan diferensial pada tahun
1676. Persamaan diferensial merupakan persamaan yang
menghubungkan turunan dari fungsi yang tidak diketahui, fungsi itu
sendiri, variabel sehingga fungsi terdefinisi, dan konstanta (Farlow,
1994). Persamaan diferensial dibagi menjadi dua, yaitu:
1. Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan
diferensial dengan fungsi yang tidak diketahui hanya bergantung
pada satu variabel bebas. Variabel y biasa digunakan sebagai
variabel takbebas, sedangkan variabel x atau t biasa digunakan
sebagai variabel bebas. Bentuk umum dari persamaan diferensial
biasa adalah sebagai berikut:
F(x, v,y,y", ...,y(”)) = 0. (2.1)
Persamaan (2.1) dapat dibedakan menjadi dua berdasarkan
kelinearannya, yaitu persamaan diferensial biasa linear dan
taklinear. Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa linear

adalah sebagai berikut:

n n-1

d d
() Tt a1 () T+ ek () T+ ap() = (). (22)

dxn—1
Persamaan diferensial biasa yang tidak dapat dituliskan dalam

bentuk persamaan (2.2) disebut persamaan diferensial biasa

taklinear (Farlow, 1994).



Contoh PDB taklinear:

dy
dx

+y=y2 (Persamaan Bernoulli)
2. Persamaan Diferensial Parsial
Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan
diferensial yang memuat turunan parsial dan bergantung pada
lebih dari satu variabel bebas (Farlow, 1994).
Contoh PDP linear:
Up = Uyy (Persamaan Panas)

Uyy + Uy, =0 (Persamaan Laplace)

B. Penyelesaian Persamaan Diferensial

Penyelesaian dari persamaan diferensial orde-n adalah fungsi
y =y(x) yang jika disubstitusikan ke persamaan tersebut akan
memenuhi sepanjang interval a < x < b (Farlow, 1994).
Contoh Penyelesaian Persamaan Diferensial:

Fungsi y(x) = sinx — cosx + 1 adalah penyelesaian dari persamaan

2
diferensial biasa linear % +y=1.

C. Persamaan modified Korteweg-de Vries (mKdV)

Persamaan modified Korteweg-de Vries (mKdV) adalah
pengembangan dari persamaan gelombang Korteweg-de Vries (KdV)
yang telah dimodifikasi suku-suku pertubatif atau suku
gangguannya. Persamaan mKdV merepresentasikan model dinamika

gelombang soliter internal u(x,t) yang menunjukkan pergerakan



gelombang di posisi x pada waktu t. Model persamaan mKdV pada
penelitian ini mengacu pada Chai et al. (2014) sebagai berikut:
Up + U Uy + Ugyy = 0
u(x,0) =uy(x) €R
{-L<x<L}dant >0
dengan syarat batas:
u(—=L,t) =0,u(L,t) =0,dan u,(L,t) = 0.
Keterangan:
u(x, 0) : penyelesaian fungsi pada waktu t = 0
Ug : turunan pertama terhadap fungsi t
Uy : turunan pertama terhadap fungsi x

Uyyx :turunan ketiga terhadap fungsi x

x : posisi gelombang
L : panjang selang x
t : lama waktu

D. Metode Extended F-Expansion
Prosedur utama dari metode extended F-expansion dijelaskan
dalam langkah-langkah berikut (He et al., 2013).
Langkah 1
Tinjau secara umum persamaan diferensial parsial taklinear
F (U, Uy, U, Usere, Uget, - ) = 0. (2.3)
Dengan menggunakan u(x,t) = U(§), { = x —ct, persamaan (2.3)
dapat dituliskan menjadi persamaan diferensial biasa taklinear
F(U,U,U",..) =0, (2.4)

dengan turunan pertama menunjukkan turunan terhadap ¢.



Langkah 2

Misalkan penyelesaian persamaan (2.4) dapat ditulis sebagai berikut:

UE) = Ao+ Y (4F© +BF@), (25)
i=1

dengan A;,B; (i =1,2,..n) adalah konstanta yang ditentukan

kemudian, n adalah bilangan bulat positif yang didapat dari prinsip

keseimbangan homogen, dan F(§) memenuhi persamaan berikut:
(F©) = ho + hiF() + haF2(§) + hoF () + hyFH(©),  (26)

dengan hg, hy, h,, h3, dan h, adalah konstanta.

Selanjutnya, kedua ruas persamaan (2.6) diturunkan terhadap ¢ satu

kali sehingga diperoleh

F'(§) = shy + hoF(§) + 2hsF2() + 20, F3 (). (27)

Langkah 3

Substitusikan persamaan (2.5), (2.6), dan (2.7) ke dalam persamaan
(24) dan atur semua koefisien dari F/(§)(j=0,1,2,..) dari
persamaan yang dihasilkan menjadi nol sehingga menghasilkan

sistem persamaan aljabar taklinear untuk 4y, 4;, dan B; (i = 1,2, ..., n).

Langkah 4

Asumsikan bahwa konstanta A4y, 4;, dan B; (i = 1,2,..,n) dapat
diperoleh dengan menyelesaikan persamaan aljabar pada langkah 3
kemudian substitusikan konstanta tersebut ke persamaan (2.5)
sehingga dihasilkan penyelesaian eksplisit dari persamaan (2.3) yang
bergantung pada kondisi khusus yang dipilih untuk hg, hq, h;, h3, dan
hy.



E. Penelitian Relevan

Penelitian yang relevan dengan penelitian ini adalah penelitian
yang dilakukan oleh Bashir dan Alhakim (2013) yang berjudul “New
F Expansion Method and Its Applications to Modified KdV Equation”.
Bashir dan Alhakim menyelesaikan persamaan mKdV menggunakan
metode F Expansion sehingga diperoleh penyelesaian eksak yang
dinyatakan dalam fungsi Jacobi eliptik dan fungsi hiperbolik. Hasil
penyelesaian eksak tersebut diilustrasikan menggunakan sotware

Maple.



BAB III
METODE PENELITIAN

A. Data Penelitian
Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data

sekunder berupa persamaan modified Korteweg-de Vries (mKdV).

B. Tahapan-Tahapan Penelitian
Bagan tahapan-tahapan penelitian yang akan dilakukan dapat

Gambar 3.1. Bagan Tahapan-Tahapan Penelitian
1

o



Penjelasan dari Gambar 3.1. adalah sebagai berikut:
1. Studi Literatur
Tahap awal yang dilakukan pada penelitian ini adalah
mengumpulkan berbagai macam literatur dari artikel/jurnal
ilmiah, skripsi, tesis, maupun buku-buku tentang metode extended
F-expansion, persamaan gelombang modified Korteweg-de Vries

(mKdV), atau data apapun yang mendukung penelitian ini.

2. Transformasi PDP Menjadi PDB
Setelah memperoleh berbagai informasi dari literatur, maka
tahap selanjutnya adalah mentransformasi persamaan gelombang
mKdV. Persamaan gelombang mKdV yang awalnya adalah
persamaan diferensial parsial (PDP) taklinear ditransformasi

menjadi persamaan diferensial biasa (PDB) taklinear.

3. Penerapan Metode Extended F-Expansion
Metode extended F-expansion diterapkan pada persamaan
gelombang mKdV vyang telah ditransformasi menjadi PDB
taklinear. Penyelesaian eksak dari persamaan gelombang mKdV

ini dimisalkan dalam bentuk fungsi F.

4. Penentuan Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV
Penyelesaian eksak persamaan gelombang mKdV dapat
ditentukan dengan mengubah fungsi F menjadi fungsi Jacobi
eliptik. Fungsi Jacobi eliptik ini kemudian didegenerasi menjadi

fungsi hiperbolik.
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5. Pembuatan Grafik Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV
Setelah diperoleh penyelesaian eksak persamaan gelombang
mKdV, maka tahap selanjutnya adalah menggambar grafik
penyelesaian eksak tersebut. Grafik penyelesaian eksak persamaan

gelombang mKdV digambar menggunakan software Maple.

6. Kesimpulan
Penarikan kesimpulan bermanfaat untuk memberikan
penjelasan dan penekanan kembali secara global mengenai cara
menentukan penyelesaian eksak beserta grafik penyelesaian

persamaan mKdV.
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BAB IV
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini, metode extended F-expansion digunakan untuk

menentukan penyelesaian eksak dari persamaan mKdV

Up + U Uy + Usyy = O. (4.1)

Persamaan (4.1) merupakan persamaan diferensial parsial taklinear.
Berdasarkan langkah 1 pada metode extended F-expansion, persamaan
(4.1) perlu ditransformasi menjadi persamaan diferensial biasa
taklinear. Transformasi yang digunakan adalah u(x,t) = U(¢), § =
x — ct. Kemudian ditentukan turunan-turunan parsial dari u yang

ada di persamaan (4.1), yaitu:

u, = U' Us = —cU'
Uy = U" u> = U (4.2)
Upx = U

Persamaan (4.2) disubstitusikan ke persamaan (4.1) sehingga didapat
—cU' +U2U' +U" = 0. (4.3)

Persamaan (4.3) diintegralkan terhadap ¢ satu kali menjadi

1
f[_CU,+U2U,+U”’]dS( =f0d€—> —CU+§U3 +U”+k1 = k,.
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Kemudian atur semua konstanta pengintegralan sama dengan nol
(ky = k; = 0) dan kali kedua ruas dengan 3 sehingga persamaan (4.1)

telah menjadi persamaan diferensial biasa taklinear, yaitu:

—3cU+U3+3U" =0. (4.4)

Keseimbangan antara U® dan U"” pada persamaan (4.4)
menghasilkan persamaan 3n =n+ 2 sehingga diperoleh n = 1.
Berdasarkan langkah 2 pada metode extended F-expansion, maka

penyelesaian persamaan (4.4) memiliki bentuk

B,

F($)

ulx,t) =U) =40+ A.F(&) + (4.5)

dengan A,, A;, dan B; adalah konstanta yang akan ditentukan dan

F(¢) memenuhi persamaan (2.6) dan (2.7).

Selanjutnya, penentuan U3 () dari persamaan (4.5), yaitu:

3

U3@) = |40+ A1F(©) + 55|

B3 N 34,B;2 N 34¢%B; + 34,B,>
F3(8)  F2(©) F($)
+[340%A1 + 34,°B1|F(&) + 34041 °F2(§) + A PF3 (). (4.6)

U3(§) = Ay® + 644, B; +

Kemudian persamaan (4.5) diturunkan dua kali menjadi
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BiF'(§)
F%($)

2B,(F'(§))"  B:F"()
F3E)  FAO) (4.7)

U'(§) = AF'(§) -

U”(§) = A F7(§) +

Berdasarkan langkah 3 pada metode extended F-expansion,
persamaan (4.5), (4.6), dan (4.7) disubstitusi ke persamaan (4.4)
sehingga diperoleh

B3 N 34,B;*
F3(&)  F2(§)
34¢%B; + 34,B;* — 3¢B,

Ao® + 64yA B, — 3cAy +

+[34¢%A; + 34,°B; — 3cA,|F (&)

F()
6B, (F'(5))* 9
+34041°F2(§) + A F3(§) + 34, F"(§) + 11:'3—(5)
_3BFU(E) _
F2($)

Kemudian persamaan (2.6) dan (2.7) juga disubstitusi ke persamaan

(4.8) sehingga diperoleh

34, h, N 3B,h; B, + 6Bjh,
2 2 F3(%)

A03 + 614014131 - 3CAO +

9
340B1* +5B1hy  34,%B, + 34,B,% — 3cB, + 3B;h,
2
F2(8) F(©) (4.9)

+[340%A; + 34,°By — 3cA; + 34, h,|F(§)

+ [3A0A12 + ;A1h3] F2(8) + [A® + 6A1hy|F3 () = 0.
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Semua koefisien dari F/(¢) (j = —3,-2,...,2,3) pada persamaan

(4.9) diatur menjadi nol sehingga dihasilkan sistem persamaan aljabar

taklinear berikut:

F—3

F~2:

F~1:

FO
F
FZ

F3

: Ag> + 6A4gA;B; — 3cAq +

: B;® 4+ 6B1hy = 0,

9
3AOBl +§Blh1 = OJ

3A¢%B; + 34;B;* — 3¢B; + 3B;h, = 0,
34;h; 3Bjh
1741 + 1743 =0

: , (4.10)

: 34¢%A; + 34,%B; — 3cA; + 34.h, = 0,
, 9
: 3A0A1 +§A1h3 = 0,

: A13 + 6A1h4 = 0

Berdasarkan langkah 4 pada metode extended F-expansion,

persamaan (4.10) kemudian diselesaikan menggunakan software

Maple dengan asumsi saat h; = h; =0 sehingga diperoleh nilai

Ay, A4, By, c sebagai penyelesaian persamaan (4.10) yaitu ditunjukkan

pada

Tabel 4.1. berikut.

Tabel 4.1. Nilai A4y, A, B4, ¢ sebagai Penyelesaian Persamaan (4.10)

Kasus Ay Ay B, c
1 0 J—6h, 0 h,
2 0 —/—6h, 0 h,
3 0 0 J—6h, h,
4 0 0 —J/—6h, h,
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0 J—6h, J—6hy h, — 65/hohy
0 J—6hy —J—6h, h, + 6,/hoh,
0 —/—6h, J—6hgy hy + 6,/hohy
8 0 —/—6h, —J—6h, h, — 6:/hoh,

Sumber: Pengolahan Data

N o G

Nilai A, A1, By, dan ¢ pada Tabel 4.1. berturut-turut disubstitusi
ke persamaan (4.5) sehingga diperoleh bentuk umum penyelesaian

persamaan (4.4) sebagai berikut:

Tabel 4.2. Bentuk Umum Penyelesaian Persamaan (4.4)

Kasus Bentuk Umum Penyelesaian Persamaan (4.4)
1 ux,t) = U(§) = /—6hy F(§)
dengan { = x — h,t
) u(x,t) =U(§) = —/—6hy F(§)
dengan { = x — h,t
B _y/—6hg
dengan & = x — h,t
B _ —/—6h,
4 U(X.t)—U(f)—W

dengan & = x — h,t

/—6h
5 u(x, t) = U(E) = \[—6hy F(§) + F(g,)"

dengan & = x — (hz — 6,/h0h4)t
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J—6h,

u(x,t) = U(§) = /=6hy F(§) — 6)

dengan ¢ = x + (h2 - 6,/h0h4)t
_ _ \/—6hg
; u(x,t)—U(f)——\/—6h4F(€)+W
dengan ¢ = x + (h2 - 6,/h0h4)t
J—6h
u(x, t) = U) = —[=6hy F(§) ===

F($)
dengan { = x — (h2 - 6w/h0h4)t
Sumber: Pengolahan Data

Asumsi saat h; = h; = 0, maka persamaan (2.6) menjadi

(F'@©)" = ho + iy F2(€) + hyF4(8). (4.11)

Penyelesaian persamaan (4.11) diberikan pada Tabel 4.3. Banyak
penyelesaian eksak dari persamaan (4.1) dapat diperoleh dengan
mensubstitusikan nilai hg, h;, h, dan fungsi F($) yang ada pada Tabel
4.3 ke bentuk umum penyelesaian pada Tabel 4.2.

Tabel 4.3. Penyelesaian Fungsi F(§) dari Persamaan (4.11)

Kasus h h, hy F(§&)
1 1 —(1+m?) m? sné
2 1 —(1+m? m? cdé
3 1—m? 2m? —1 —-m? cné
4 m?—1 2 —m? -1 dné
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5 m? —(1+m?) 1 nsé
6 m? —(1+m? 1 dcé
7 —-m? 2m? —1 1—m? ncé
8 -1 2 —m? m?—1 ndé
9 1 2 —m? 1—m? scé
10 1 2m? —1 -m?(1 —m?) sd&
11 1—m? 2 —m? 1 csé
12 -m?(1 —m?) 2m? —1 1 ds&

Sumber: Zhao, Y. (2013)

Tabel 4.4.Fungsi Jacobi Eliptik Berdegenerasi menjadi Fungsi
Hiperbolik ketikam — 1

sn($) — tanh(¢) cn($) — sech($) dn($) — sech(¢)
sd($) — sinh(¢) cd(§) -1 ns($) — coth($)
nd(§) — cosh(¢) cs(&) — csch(§) ds(¢) — csch($é)
sc(&) — sinh(§) nc(¢) — cosh(¢é) de(é) -1

Sumber: Bashir, M.A. dan Alhakim, L.A. (2013)

Tabel 4.5.Fungsi Jacobi Eliptik Berdegenerasi menjadi Fungsi

Trigonometri ketikam — 0

sn(§) = sin(§) | en($) = cos($) dn($) -1 | sc(§) - tan($)
sd(§) = sin(§) | cd(§) = cos(§) | ns(§) = esc(§) | ne(§) = sec(s)

nd(§) » 1 cs(§) — cot($) | ds(§) - csc(§) | de(§) — sec($)
Sumber: Bashir, M.A. dan Alhakim, L.A. (2013)
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Masing-masing kasus pada Tabel 4.3. disubstitusikan ke bentuk

umum penyelesaian yang ada pada Tabel 4.2. sehingga diperoleh

penyelesaian eksak dari persamaan mKdV yaitu persamaan (4.1)

dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik. Selain itu, fungsi Jacobi eliptik

tersebut dapat berdegenerasi ketika m — 1 menjadi fungsi hiperbolik

seperti pada Tabel 4.4. dan berdegenerasi ketika m — 0 menjadi

fungsi trigonometri seperti pada Tabel 4.5.

Berikut penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik,

fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 1.

Tabel 4.6. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 1

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
1 u(x,t) = U(§) = —6m? sné
dengan & = x + (1 + m?)t
5 u(x,t) = U(§) = —/—6m? sné
dengan & = x + (1 + m?)t
V=6
3 u(X,f)—U(f)—E
dengan & = x + (1 + m?*)t
e
s |uen=U© ="
dengan & = x + (1 + m?)t
V=6
. u(x,t) = U(§) = —6m? sné + E

dengan & = x + ((1 +m?) + 6\/@) t
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u(x,t) = U(§) = —6m? sné — E
6 sn¢
dengan ¢ = x — ((1 +m?) + 6\/@) t
u(x,t) = U(§) = —/—6m? sné + E
7 sng
dengan & = x — ((1 +m?) + 6\/@) t
u(x,t) =U(§) = —/—6m? sné — E
8 sné
dengan & = x + ((1 +m?) + 6@) t

Sumber: Pengolahan Data

Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.6. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m — 1

dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.7. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 1

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
1 u(x,t) = U(§) = V-6 tanh(§) dengan & = x + 2t
2 u(x,t) = U(§) = —/—6 tanh(¥) dengan ¢ = x + 2t

V=6
5 (U =U@) = tanh(d)
dengan & = x + 2t
e
g | =U@) = fanh(®)
dengan & = x + 2t
V=6
5 u(x, t) = U(§) = V=6 tanh(¢) + fanh(®)
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dengan § = x + 8t
V=6
; u(x,t) = U(E) = \/—_6tanh(f) - m
dengan § = x — 8t
~6
; u(x,t) = U(§) = —V—6 tanh(§) + ta\r/lh_(f)
dengan § = x — 8t
V=6
g u(x,t) = U(§) = —V—6 tanh(§) — tanh(?)
dengan § = x + 8¢

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.8. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 1

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
19 u(x,t) =U) =0
’ dengané = x +t
V=6
3,5 u(x' t) - U(E) - Sln(f)
dengané = x +t
e
4,8 uE@ ) =U6) = sin(§)
dengané =x +t
e
dengané =x —t
V=6
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data
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Berdasarkan Tabel 4.6., Tabel 4.7., dan Tabel 4.8., terdapat 8
penyelesaian dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik, 8 penyelesaian
dalam bentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian dalam bentuk
fungsi trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan
penyelesaian yang sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi

konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 2.

Tabel 4.9. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 2

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
u(x,t) = U(§) = —6m? cdé

1
dengan & = x + (1 + m?)t
5 u(x,t) = U(§) = —/—6m? cdé
dengan & = x + (1 + m?*)t
V-6
3 u(X.t)=U(f)=W
dengan & = x + (1 + m?)t
a;
4 U(X,t)=U(f)=W

dengan & = x + (1 + m?)t

u(x,t) = U(§) = —6m? cdé + E
5 cdé

dengan é = x + ((1 +m?) + 6\/@) t
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u(x,t) = U(§) = —6m? cdé — E

6 cdé
dengan { = x — ((1 +m?) + 6\/@) t
u(x,t) = U(§) = —/—6m? cdé +E

7 cdé

dengan & = x — ((1 +m?) + 6\/@) t

u(x,t) =U(§) = —/—6m? cdé —E
8 cdé

dengan é = x + ((1 +m?) + 6W) t

Sumber: Pengolahan Data

Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada
Tabel 4.9. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m — 1

dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.10. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 2

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
13 |u(xt)=U¢) =vV—-6dengané = x + 2t
24 Ju(x,t)=U(¢)=—V—6dengan ¢ = x + 2t

5 u(x,t) = U(§) = 2V/—6dengan & = x + 8t
6,7 |u(x,t)=U()=0dengan = x — 8t

8 u(x, t) = U(§) = —2v/-6 dengan & = x + 8t

Sumber: Pengolahan Data
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Tabel 4.11. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 2

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
12 u(x,t) =U() =0
dengané =x +t
V=6
dengané =x +t
B
dengané = x +t
B
dengan{ =x —t
V=6
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.9., Tabel 4.10., dan Tabel 4.11., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, tidak ada penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.
Kasus 3.

25



Tabel 4.12. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 3

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
1 u(x, t) = U(§) = Vvém? cné dengan & = x — (2m? — 1)t
2 u(x,t) = U(§) = —Vv6m? cné dengan & = x — (2m? — 1)t

B _N—6(1—m?)
3 u(x,t)—U(f)—T
dengan & = x — (2m? — 1)t
B _ —/—6(1—-m?)
L D= =2
dengan & = x — (2m? — 1)t
—6(1 — m2
u(x,t) = U(§) =y 6m?cné + %
5
dengan ¢ = x — ((Z‘m2 -1D+6,(1 - mz)mz) t
u(x,t) = U(§) = J6m? cné — %‘;mz)
6
dengan ¢ = x + ((Zm2 -1+6y(1—- mz)mz) t
u(x, t) = U(§) = —/6m? cné +$€_mz)
7
dengan & = x + ((Zm2 -1+6y(1- mz)mz) t
u(x,t) = U(§) = —/6m? cné —%;mz)
8

dengan & = x — ((Zm2 -1 +6((1- mz)mz) t

Sumber: Pengolahan Data
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Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada
Tabel 4.12. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.13. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 3

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
15 u(x, t) = U(§) = V6 sech(§)
dengané =x —t
28 u(x,t) =U(§) = —V6 sech(§)
dengané =x—t
u(x,t) =U¢) =0
kS dingin ¢ =( i)— t
6 u(x, t) = U(§) = V6 sech(§)
dengané = x +t
; u(x,t) =U(§) = —V6 sech(§)
dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.14. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 3

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri

ulx,t) =U(¢)=0
dengané =x +t

1,2
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V=6

35 ux, t) =U() = c0s(®)
dengané =x +t

B

48 ux, t) =U() = cos(®)
dengané =x +t

V=6

¢ | Ut =U@) = c0s(®)
dengané =x —t

V-6

;| ety =UE) = c0s(®)
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.12., Tabel 4.13., dan Tabel 4.14., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi konstan.
Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi

eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 4.
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Tabel 4.15. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 4

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik

) u(x, t) = UE) = V6 dné
dengan & = x — (2 —m?)t

) u(x, t) = UE) = =6 dné
dengan & = x — (2 —m?)t

B _N—6(m?—-1)

3 u(x't)_U(f)_d—nE

dengan § = x — (2 —m?)t
N

4 u(x,t) =U¢) = dné
dengan § = x — (2 —m?)t
u(x,t) = U(§) = V6 dné +L2_1)

5 dl’lf
dengan é = x — ((2 —m?) —64y(1— m2)> t
u(x,t) = U(§) = V6 dné — —.—6(m2—1)

6 dnf
dengan & = x + ((2 -m?)—6y(1 - m2)> t
u(x,t) = U(E) = —V6 dné + y=60n*~ 1)

7 dnf
dengan & = x + ((2 -m?)—6y(1 - mz)) t
u(x,t) = U¢) = -6 dné ——'_63:;_1)

8

dengan & = x — ((2 -m?)—6y(1 - mz))t

Sumber: Pengolahan Data
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Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.15. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.16. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 4

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
15 u(x, t) = U(§) = V6 sech(§)
dengané =x —t
28 u(x,t) =U(§) = —V6 sech(§)
dengané =x—t
u(x,t) =U¢) =0
kS dingin ¢ =( i)— t
6 u(x, t) = U(§) = V6 sech(§)
dengané = x +t
; u(x,t) =U(§) = —V6 sech(§)
dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.17. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 4

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
13 [HED=UE@ =6
’ dengan & = x — 2t
by |HED=U@ = —V6

dengan & = x — 2t
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5 w0 =UE) =276
dengan § = x + 4t

6.7 u(x,t) =U) =0
dengan { = x — 4t

g u(x, t) =UE) = 26
dengan § = x + 4t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.15., Tabel 4.16., dan Tabel 4.17., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan tidak ada penyelesaian berbentuk
fungsi trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan
penyelesaian yang sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi

konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus b.

Tabel 4.18. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 5

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik

u(x, t) = U(§) = V—6nsé
dengan & = x + (1 + m?)t

u(x,t) =U() = —V—6nsé
dengan & = x + (1 + m?)t
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Nar—
3 u(x,t) =U¢) = nst
dengan & = x + (1 + m?)t
B _ —V—6m?
4 u(x't)_U(f)_n—sf
dengan & = x + (1 + m?)t
u(x,t) = U(§) = V—6nsé + —6m”
5 nsf
dengan é = x + ((1 +m?) + 6W) t
u(x, t) = U(§) = V—6nsé — —om?
6 nsé
dengan & = x — ((1 +m?) + 6\/?) t
u(x,t) = UE) = —V—6nsé + —6m”
7 nsf
dengan § = x — ((1 +m?) + 6\/?) t
5 u(x,t) =U() = —V—6nsé — ;an

dengan & = x + ((1 +m?) + 6@) t

Sumber: Pengolahan Data
Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.18. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.
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Tabel 4.19. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 5

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
) u(x,t) = U(§) = V=6 coth(§)
dengan & = x + 2t
5 u(x,t) = U(§) = —V—6 coth(§)
dengan § = x + 2t
V-6
5 | HED=UE) = oth®
dengan § = x + 2t
—V/—6
s |HED=VO =
dengan & = x + 2t
=
5 u(x, t) = U(§) = V=6 coth(§) + ——— coth(®)
dengan & = x + 8t
V=6
6 u(x, t) = U(§) = V=6 coth(§) — m
dengan & = x — 8t
V-6
7 u(x,t) =U() = —vV—6 coth(§é) + ———— coth(?)
dengan & = x — 8t
V=6
g u(x,t) =U() = —V—6 coth(¢) — m
dengan & = x + 8t

Sumber: Pengolahan Data
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Tabel 4.20. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 5

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
15 u(x, t) = U(§) = V=6 csc(§)
dengané =x +t
28 u(x,t) = U(§) = —V—6csc(§)
dengané = x +t
u(x,t) =UE) =0
.S dinga)m ¢ =( i)+ t
6 u(x,t) = U(E) = V=6 csc(§)
dengan{ =x —t
; u(x,t) = U(§) = —v—6csc(§)
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.18., Tabel 4.19., dan Tabel 4.20., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 8 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi konstan.
Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi

eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 6.

34



Tabel 4.21. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 6

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
; u(x, t) = U) = V—6dcé
dengan & = x + (1 + m?)t
) u(x, t) = UE) = —V/—6dc
dengan & = x + (1 + m?)t
5 |uxD=UE)= \/f;nz
dengan & = x + (1 + m?)t
—J—6m2
4 u(x't):U(f):d—cE
dengan & = x + (1 + m?)t
: u(x,t) = U(§) = V—6dcé + \/f;"z
dengan & = x + ((1 +m?) + 6@) t
] u(x,t) = U(§) =V—6dc¢ — ‘/f:"z
dengan § = x — (1 +m?) + 6vm?) t
, u(x,t) = U(§) = —V—6dcé + ‘/f;”z
dengan ¢ = x — (1 +m?) + 6vm?) ¢
. u(x,t) = U(€) = —V—6dcé — \/;S—;"Z
dengan ¢ = x + (1 +m?) + 6vm?) ¢

Sumber: Pengolahan Data
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Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.21. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.22. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 6

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
13 u(x,t) =UE) =vV-6
dengan § = x + 2t
24 u(x,t) = UE) = —V—6
dengan § = x + 2t
5 u(x, t) = UE) =2v/—6
dengan & = x + 8t
ulx,t) =U =0
o7 ding;n ¢ =(i)— 8t
q u(x, t) = UE) = —2v—6
dengan & = x + 8t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.23. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 6

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
15 ux,t) = U(§) = V=6 sec($)
dengané =x +t
28 ux,t) = U(§) = —V=6sec(s)

dengané =x +t
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34 ulx,t)=U0&)=0
dengané =x +t
6 u(x,t) = U(§) = V—6sec(§)
dengané =x —t
; u(x,t) = U(§) = —v—65ec(¢)
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.21., Tabel 4.22., dan Tabel 4.23., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, tidak ada penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 7.

Tabel 4.24. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 7

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik

1 u(x,t) =U() =—6(1 —m?)ncé

dengan § = x — (2m? — 1)t

5 u(x,t) = U(¢) = —/—6(1 —m?) ncé

dengan & = x — (2m? — 1)t
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6m?2

u(x,t) =U@) =
ncé
dengan & = x — (2m? — 1)t
—Vem?2
uC,6) = U(E) = =3

dengan & = x — (2m? — 1)t
u(x, t) = U(E) = J—6(1 — m2) ncé + “:(Zfz
dengan & = x — ((Zm2 —-1) — 6J/-m2(1 — mz)) t

\/F
u(x, t) = U(E) = V—6(1 — m?) ncé — n:;

dengan & = x + ((Zm2 -1)—-6y-m2(1 - m2)> t

u(x,t) = U() = —/—6(1 — m?) ncé + \/—:gz

dengan & = x + ((Zm2 -1)—-6y-m2(1— m2)> t

\/6_2
u(x,t) = U(E) = —J—6(1 —m?2) ncé — n:;

dengan & = x — ((Zm2 —1) — 6/—-m2(1 — mz)) t

Sumber: Pengolahan Data

Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.24. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.
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Tabel 4.25. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 7

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
u(x,t) =U0E)=0
12 (x,t) = U)
dengané =x —t
35 ulx, t) =U($) = cosh(®
dengané =x —t
6
s |00
dengané =x—t
s
dengané = x +t
;| uEeD=UE) = cosh(®)
dengané = x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.26. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 7

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
u(x, t) = U(§) = V=6 sec(s)
dengané =x +t

ux,t) =U(¢) = —vV—6sec(é)
dengané =x +t

1,5

2,8
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34 ulx,t)=U0&)=0
dengané =x +t

6 u(x,t) = U(§) = V—6sec(§)
dengané =x —t

; u(x,t) = U(§) = —v—65ec(¢)
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.24., Tabel 4.25., dan Tabel 4.26., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian dalam bentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 8.

Tabel 4.27. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 8

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik

u(x,t) =U(¢) =+ —6(m? — 1) ndé¢

1
dengan & = x — (2 —m?)t
) u(x,t) =U(§) = —/—6(m? — 1) nd¢

dengan & = x — (2 — m?*)t
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V6

3 u(x,f)=U(f)=ﬁ
dengan § = x — (2 —m?)t

Ve

4 u(x:t)=U(f)=Tdf

dengan § = x — (2 —m?)t

u(,t) = U(E) = J—6(m? — 1) ndé + n%/di
dengan § = x — ((2 —m?) —6V1 —mz)t

W) = U(E) = =6 = 1) ndé — 2O

6 ndf
dengan ¢ = x + ((2 —m?) —6VI— mZ) t

u(x,t) = U(§) = —/—6(m? — 1) ndé +Fﬁ

7
dengan & = x + ((2 —m?) —6V1 —mz)t
NG
. u(x,t) =U(§) = —\/—6(m? — 1) nd¢ _anf

dengan ¢ =x—((2 —mz)—6\/1—m2)t

Sumber: Pengolahan Data

Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.27. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.
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Tabel 4.28. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 8

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
u(x,t) =U0E)=0
12 (x,t) = U)
dengané =x —t
35 ulx, t) =U($) = cosh(®
dengané =x —t
6
s | TIO=00®
dengané =x—t
s
dengané = x +t
;| uEeD=UE) = cosh(®)
dengané = x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.29. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 8

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri

u(x,t) = U(E) =6
dengan & = x — 2t

1,3

u(x,t) =UE) =6
dengan { = x — 2t

2,4
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5 w0 =UE) =276
dengan § = x + 4t

6.7 u(x,t) =U() =0
dengan { = x — 4t

g u(x, t) =UE) = 26
dengan § = x + 4t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.27., Tabel 4.28., dan Tabel 4.29., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan tidak ada penyelesaian berbentuk
fungsi trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan

penyelesaian sama dan ada penyelesaian berbentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.

Kasus 9.

Tabel 4.30. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 9

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik

u(x,t) =U() =+/—6(1 —m?)scé

1
dengan & = x — (2 —m?)t
) u(x,t) =U() = —/—6(1 —m?) scé¢

dengan & = x — (2 — m?*)t
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V=6

3 u(x,t)=U(f)=§
dengan § = x — (2 —m?)t
6
4 u(x, t) =U() = sc

dengan § = x — (2 — m?)t

.| uED=U© = J=6(1 —m?) scé +gf
dengan ¢ = x — (2 —m?) — 6VI—m?)t
| D =UE =60 -m?) set —%6
dengan & = x + ((2 —m?) — 6m) t

W 1) = U(E) = —J=6(T =) sct + 1=

7 scé
dengan & = x + ((2 -m?) - 6V1 —mz)t

. u(x,t) =U() = —/—6(1 —m?) scé _%

dengan ¢ =x—((2 —mz)—6\/1—m2)t

Sumber: Pengolahan Data
Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.30. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.
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Tabel 4.31. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 9

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
u(x,t) =U0E)=0
12 (x,t) = U)
dengané =x —t
35 ulx, t) =U($) = Sinh(®)
dengané =x —t
V=6
T R R T
dengané =x—t
V=6
dengané = x +t
;| uEeD=UE) = Sinh(®)
dengané = x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.32. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 9

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
u(x,t) = U(§) = V=6 tan($)
dengan & = x — 2t

u(x,t) = U(§) = —V—6tan(¢)
dengan & = x — 2t
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V=6

5 | U =UQ)= tan(?)
dengan { = x — 2t

e

L D =U@ = o

dengan & = x — 2t

V=6
5 u(x,t) = U) =V—-6tan(é) + )

dengan & = x + 4t

V=6
6 u(x,t) = U) =V—-6tan(¢) — an(®)

dengan & = x — 4t

V=6

, u(x,t) =U§) = —/—6 tan($) + tan(¢)
dengan § = x — 4t

V=6

o u(x, t) = U(§) = —V—6tan(é) — e

dengan § = x + 4t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.30., Tabel 4.31., dan Tabel 4.32., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 8 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian berbentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi

eliptik, hiperbolik, dan trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 10.
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Tabel 4.33. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 10

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
1 u(x, t) = U(¢) = 6m?(1 —m?) sdé
dengan & = x — (2m? — 1)t
) u(x,t) = U(¢) = —y/6m?(1 —m?) sdé
dengan & = x — (2m? — 1)t
V-6
3 u(x't)=U(f)=E
dengan & = x — (2m? — 1)t
V=6
1 u(x,t)—U(f)—W
dengan & = x — (2m? — 1)t
u(x,t) =U(§) = 6m?(1 —m?)sdé + g;
5
dengan ¢ = x — ((Zm2 —1)—64/—-m2(1 - mz)) t
u(x,t) = U(§) =/ 6m?(1 —m?)sdé — g;
6
dengan ¢ = x + ((Zm2 -1) - 6/-m2(1 — mz)) t
u(x,t) =U() = —J6m?(1 —m?) sdé + g;
7
dengan ¢ = x + ((Zm2 —-1)—64—-m2(1 - mz)) t
u(x,t) =U() = —\J6m?(1 — m?) sdé — g;
8
dengan ¢ = x — ((Zm2 -1)—-6J—-m2(1 — mz)) t

Sumber: Pengolahan Data
47



Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada
Tabel 4.33. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.34. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 10

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
u(x,t) =U¢) =0
12 (x, 1) = UE)
dengané =x—t
35 ulx, t) =U($) = Sinh(®)
dengané =x —t
B
4,8 u(xl t) - U(f) - Slnh(é—)
dengané =x —t
N
6 u(x.t)—U(f)—m
dengané = x +t
V=6
7 u(X,f)—U(f)—m
dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data
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Tabel 4.35. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 10

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
12 u(x,t) =U() =0
dengané =x +t
V=6
3’5 u(x' t) - U(E) - Sln(f)
dengané =x +t
B
4,8 u(x' t) - U(f) - Sln(f)
dengané = x +t
B
dengan{ =x —t
V=6
dengané =x —t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.33., Tabel 4.34., dan Tabel 4.35., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian berbentuk fungsi konstan.

Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.
Kasus 11.
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Tabel 4.36. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 11

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
1 u(x,t) = UE) = V—6csé
dengan § = x — (2 —m?)t
5 ulx,t) =U() = —V—6csé
dengan & = x — (2 —m?)t
B _y—6(1—m?)
3 u(x,t)—U(f)—T
dengan § = x — (2 —m?)t
B _ —/—6(1 —m?)
4 u(x, t) =U@) = ot
dengan § = x — (2 —m?)t
u(x,t) = U(§) = V—6csé + ——6(1—m2)
5 csé
dengan § = x — ((2 —m?) —6V1 —mz)t
u(x, t) = U(§) = V=6 csé — —'_6(1_m2)
6 csé
dengan & = x + ((2 -m?) - 6V1 —mz)t
ulx,t) =U() =—-6 CSE+M
7 csé
dengan & = x + ((2 —m?) -6Vl — mz) t
ulx,t) =U() =—-6 CSE—M
8 csé
dengan & = x — ((2 —m?) -6Vl — mz) t

Sumber: Pengolahan Data
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Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.36. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.37. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 11

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
15 u(x, t) = U(§) = V=6 csch(§)
dengané =x —t
28 u(x,t) =U(§) = —V—6 csch(§)
dengané =x—t
u(x,t) =U¢) =0
kS dingin ¢ =( i)— t
6 u(x, t) = U(§) = V=6 csch(§)
dengané = x +t
; u(x,t) =U(§) = —V—6 csch(§)
dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data

Tabel 4.38. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 11

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri
| |HED=U© = V=6 cot()
dengan & = x — 2t
, |[uED=UQ) = —V=6 cot(§)

dengan & = x — 2t
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V=6

5 | U =UQ)= cot(®)
dengan { = x — 2t

e

LD =@ = o

dengan & = x — 2t

V=6
5 u(x,t) = U(§) = V=6 cot(§) + cot @

dengan & = x + 4t

V=6
6 u(x, t) = U(E) = V=6 cot(§) — ot @

dengan & = x — 4t

V=6
; u(x, t) = U(E) = —/—6 cot(é) +m

dengan { = x — 4t

V=6
ot(®)

u(x,t) =U(¢) = —V—6cot(¢) —

dengan § = x + 4t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.36., Tabel 4.37., dan Tabel 4.38., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 8 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian berbentuk fungsi konstan.
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Selanjutnya penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri untuk Tabel 4.3.
Kasus 12.

Tabel 4.39. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Jacobi Eliptik untuk Tabel 4.3. Kasus 12

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Jacobi Eliptik
1 u(x,t) = U) =V—6dsé
dengan & = x — (2m? — 1)t
) u(x,t) = U§) = —V—6dsé
dengan & = x — (2m? — 1)t
; uCx,t) = UE) = —W
s§
dengan & = x — (2m? — 1)t
uGe ) = () = L d =
4 ds¢
dengan & = x — (2m? — 1)t
u(x,t) = UE) =V—6dsé +M
5 dsé
dengan & = x — ((Zm2 -1)—-6y-m2(1— mz)) t
u(x,t) = UE) =V—6dsé —M
6 dsé
dengan & = x + ((Zm2 -1)—-6y-m2(1— mz)) t
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Joem2(1—m?)

u(x, t) = UE) = —/—6 dsé + R

7
dengan § = x + ((2m? — 1) = 6,/~m?(L—m?) ) ¢
u(e,t) = U(E) = —V=6 ds¢ _@

8

dengan & = x — ((Zm2 —1) — 6/—-m2(1 — mz)) t

Sumber: Pengolahan Data

Penyelesaian eksak dalam bentuk fungsi Jacobi eliptik pada

Tabel 4.39. dapat didegenerasi menjadi fungsi hiperbolik ketika m —

1 dan menjadi fungsi trigonometri ketika m — 0.

Tabel 4.40. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk

Fungsi Hiperbolik untuk Tabel 4.3. Kasus 12

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Hiperbolik
15 u(x,t) = U(§) = V=6 csch(é)
dengané =x —t
28 u(x,t) = U(§) = —V—=6 csch(§)
dengané =x —t
ulx,t) =U0(E) =0
kS dinga)m ¢ =( ic)— t
6 u(x,t) = U(§) = V=6 csch(é)
dengané =x +t
; u(x,t) =U(§) = —V—6 csch(§)

dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data
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Tabel 4.41. Penyelesaian Eksak Persamaan mKdV dalam Bentuk
Fungsi Trigonometri untuk Tabel 4.3. Kasus 12

Kasus | Penyelesaian Eksak dalam Bentuk Fungsi Trigonometri

|| D =UE) =V=6esc(®)
dengané =x +t

5 u(x,t) = U(§) = —V—6csc(§)
dengané = x +t

3 u(x,t) =U) =0
dengané = x +t

A u(x,t) =U) =0
dengané = x +t

) u(x,t) = U(§) = V=6 csc(§)
dengané = x +t

6 u(x,t) = U(§) = V=6 csc(§)
dengané =x—t

7 u(x,t) = U(§) = —V—6csc(§)
dengané =x —t

g |utet)=U()=—V-6csc(()
dengané =x +t

Sumber: Pengolahan Data

Berdasarkan Tabel 4.39., Tabel 4.40., dan Tabel 4.41., terdapat 8
penyelesaian berbentuk fungsi Jacobi eliptik, 4 penyelesaian
berbentuk fungsi hiperbolik, dan 4 penyelesaian berbentuk fungsi
trigonometri karena ada kasus yang menghasilkan penyelesaian yang

sama dan ada penyelesaian berbentuk fungsi konstan.
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Selanjutnya akan diilustrasikan beberapa grafik penyelesaian
eksak persamaan mKdV yang telah diselesaikan menggunakan
metode extended F-expansion. Untuk penyelesaian yang mengandung
bilangan imajiner tidak dapat diplot grafiknya. Salah satu
penyelesaian yang dapat diplot grafiknya yaitu penyelesaian pada
Tabel 4.13 sebagai berikut:

u(x,t) = U(§) = V6 sech(§) dengan & = x — t (4.12)
u(x,t) = U(§) = V6 sech(§) dengan & = x +t (4.13)
u(x,t) = U(§) = —V6 sech(¢) dengan § = x — ¢ (4.14)
u(x,t) = U(§) = —V6 sech(é) dengan & = x + ¢ (4.15)

Berikut langkah plot grafik 3D beserta hasilnya menggunakan
software Maple untuk Persamaan (4.12), (4.13), (4.14), dan (4.15).

(1) Definisikan fungsi yang ingin diplot terlebih dahulu:

f(x,y) = \/?-sech(x— t);

(2) Plot grafik 3D dengan memanggil fungsi dan batas sumbu:
plot3d (f(x,y),x=-10..10,£=0..5, axes = boxed );
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(3) Hasil Plot Grafik 3D

Gambar 4.1. Grafik Penyelesaian Eksak Persamaan (4.12)
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Gambear 4.2. Grafik Penyelesaian Eksak Persamaan (4.13)
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Gambar 4.3. Grafik Penyelesaian Eksak Persamaan (4.14)

-0,5 [
2

-1

-1, \'
i
=2 \ L
0 -10
1 -5
0
3 x
4 5

Gambar 4.4. Grafik Penyelesaian Eksak Persamaan (4.15)
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Gambar 4.1. sampai dengan Gambar 4.4. merupakan grafik
penyelesaian eksak persamaan gelombang mKdV dalam bentuk
fungsi hiperbolik, khususnya fungsi sech. Grafik gelombang yang
terbentuk tersebut sesuai dengan sifat gelombang soliter yaitu
memiliki satu puncak dan bergerak tanpa mengalami perubahan

kecepatan dan bentuk.
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BAB V
PENUTUP

A. Kesimpulan

Metode extended F-expansion merupakan salah satu metode
yang sangat efektif dalam menentukan penyelesaian eksak berbagai
persamaan diferensial taklinear. Dalam penelitian ini, persamaan
modified Korteweg-de Vries (mKdV) telah berhasil diselesaikan
menggunakan metode extended F-expansion dan beberapa
penyelesaian eksaknya dinyatakan dalam bentuk fungsi Jacobi
eliptik, fungsi hiperbolik, dan fungsi trigonometri. Kebenaran dari
penyelesaian eksak ini telah diverifikasi dengan mensubstitusikan
penyelesaian tersebut ke persamaan awal (mKdV). Selanjutnya
diilustrasikan beberapa grafik dari penyelesaian eksak yang

diperoleh menggunakan software Maple.

B. Saran

Dalam penelitian ini, metode extended F-expansion digunakan
untuk menentukan penyelesaian eksak dari persamaan mKdV orde
tiga. Perlu kajian lebih lanjut untuk menerapkan metode extended F-
expansion ini dalam menentukan penyelesaian persamaan mKdV

dengan orde yang lebih tinggi.
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