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EVOLUSI PERAMBATAN GELOMBANG MELALUI
ANALISIS SEMI ANALITIK ORDE TINGGI PERSAMAAN
KDV PADA PEMBANGKIT GELOMBANG EKSTRIM DAN

TSUNAMI

Ketua Peneliti:
Budi Azhari, M.Pd

Anggota Peneliti:
Vina Apriliani, M.Si

Abstrak

Persamaan Korteweg de Vries (KdV) merupakan persamaan
gelombang yang mendeskripsikan perambatan gelombang satu arah
pada permukaan air dangkal dengan amplitudo gelombang kecil dan
panjang gelombang yang besar. Dalam penelitian ini, ditampilkan
solusi semi analitik dengan menggunakan parameter gangguan
hingga orde ke-7. Selanjutnya, solusi tersebut dianalisa dengan dua
buah parameter yaitu MTA (Maximal Temporal Amplitude) dan FAA
(Faktor Aplikasi Amplitudo) dari gelombang input n(0,t) =
2a(cos(a + B) cos(a — ). Plotting solusi juga akan ditampilkan
dalam bentuk grafik sinyal elevasi gelombang yang bergantung
waktu (t) dengan nilai x yang tetap (7(x;,,t) dan MTA. Solusi semi
analiti persamaan KdV dalam penelitian ini dilakukan mulai dari
orde satu hingga orde ke tujuh dengan mengkombinasikan 7
persamaan yang diperoleh dari persamaan KdV termodifikasi, input
gelombang bikromatik 17,, 2 persamaan ekspansi bilangan gelombang
dengan menggunakan teori gangguan dan Deret Taylor serta
ekspansi 11 dengan teori gangguan yang menghasilkan solusi orde
ketujuh, baik solusi Bound wave maupun solusi free wave. solusi orde
ketujuh dalam konteks pengaruh orde yang lebih tinggi. Selain itu,
pengaruh lain dalam penelitian ini didapati pada jarak pemuncakan
yang lebih dekat daripada titik awal, hal ini dapat mengindikasikan
bahwa orde yang lebih tinggi berpengaruh dari solusi dapat
memberikan pengaruh pada pemuncakan maksimum pada
gelombang.

Kata Kunci: Persamaan KDV termodfikasi; Gelombang bikromatik;
Parameter gangguan; soliton; MT;, FAA
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BABI
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Indonesia merupakan negara kepulauan yang berada diantara
samudera hindia dan samudera pasifik, serta berada diantara benua
asia dan australia yang sebagian besar wilayahnya adalah lautaan.
Letak geografis Indonesia posisi silang yang diapit oleh dua benua
dan dua samudera besar, membuat iklim di Indonesia sangat dinamis
sehingga berpengaruh terhadap fenomena laut, seperti sering
terjadinya gelombang ekstrim di lautan Indonesia.

Berkiatan dengan fenomena muncul dan dampak yang
diakibatkan dari gelombang ini. Gelombang ekstrim juga disebut
dengan gelombang misterius (freak wave) dan juga gelombang raksasa
(giant wave). Ada beberapa jenis penyebab terbentuknya gelombang
ektrim seperti angin, pasang surut, arus dan juga aktifitas lempeng
bumi.

Gelombang raksasa (giant wave) yang diakibatkan oleh
aktifitas lempeng tektonik bumi mengakibatkan terjadinya gempa
dan tsunami. Indonesia yang berada di sepanjang “Cincin Api
Pasifik”, mempunyai potensi besar gempa dan tsunami akibat dari
lempeng tektonik yang bertabrakan dan mengakibatkan terjadi
letusan gunung berapi dan juga gempa bumi dalam laut dan memicu
terbentuknya gelombang Tsunami. Seperti yang terjadi pada tanggal
26 Desember 2004 di Aceh.

Kajian tentang karakteristik dan variasi gelombang di

perairan Indonesia, terutama berkaitan dengan gelombang ekstrim



sangat diperlukan sebagai suatu acuan bagi kebutuhan masyarakat
dan pemerintah dalam melaksanakan kegiatan pelayaran,
perdagangan, dan perikanan, serta informasi sebagai upaya
pencegahan bencana dan juga kecelakaan laut pada kapal. Sehingga
penelitian terhadap gelombang ekstrim sangat penting untuk terus
dilakukan secara kontinu oleh para peneliti.

Gelombang ekstrim di Indonesia sering terjadi secara acak,
baik berkaitan dengan tempat maupun waktu. Gelombang ekstrim
ini memiliki daya perusak yang sangat kuat, terutama bagi kapal dan
bangunan lepas pantai disekitar terjadinya gelombang tersebut (lihat
Earle, 1975; Mori, 2002; Divinsky dan Levin, 2004; Truslen dan
Dysthe, 1996; Smith, 1976).

Gelombang dapat dikatagorikan ekstrim bila tinggi
gelombang telah melebihi dari ketinggian 2,2 kali dari ketinggian
gelombang signifikan (Dean, 1990; Kjeldsen, 1984). Perilaku
gelombang permukaan dapat digambarkan dalam persamaan
diferensial parsial yaitu persamaan Korteweg de Vries (KdV),
Boussinesq, Kadomtsev-Petviashvili (KP), Benjamin Bona Mahony
(BBM), dan persamaan-persamaan lain yang semuanya berbentuk
nonlinier. Persamaan-persamaan ini merupakan penyederhanaan
dan kajian lanjut dari persamaan lengkap.

Persamaan gelombang yang disebutkan di atas merupakan
persamaan diferensial parsial tak linier, sehingga solusinya sulit
untuk ditemukan. Untuk mengatasi hal ini linierisasi menjadi suatu
andalan yang akan dipakai untuk menemukan solusi yang hampir
dengan fenomena alam nyata. Penyederhanaan dilakukan dengan

cara uni directionalisation pada persamaan KdV (Cahyono, 2002).
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Persamaan tersebut telah direduksi ke dalam persamaan deferensial
parsial tak linier dengan orde turunan yang lebih rendah dari
persamaan asalnya. Hal ini akan mempermudah penentuan solusi
jika liniearisasi diterapkan pada persamaan KdV.

Persamaan KdV merupakan persamaan gelombang yang
mendeskripsikan perambatan gelombang satu arah pada permukaan
air dangkal dengan amplitudo gelombang kecil dan panjang
gelombang yang besar (Ablowitz, 2011). Metode pemecahan masalah
untuk persamaan nonlinier sangat jarang ditemukan. Sehingga para
ilmuwan berusaha mencari pendekatan solusi tersebut yang berakhir
pada pendekatan numerik, analitik atau kombinasi keduanya. Salah
satu metode pemecahan yang digunakan adalah metode asimtotik.
Menurut Mashuri dan Marwan (2011) metode asimtotik dapat
diterapkan  untuk menentukan solusi perkiraan dari persamaan
KdV dimana amplitudo dapat diekspansi menggunakan deret
pangkat hingga orde tiga.

Metode ekspansi asimtotik juga diterapkan oleh Marwan
(2016) untuk menentukan solusi dari persamaan Boussinesq pada
gelombang ekstrim dan metode ini juga telah diterapkan oleh
Mashuri et. al.(2017) untuk menentukan solusi dari persamaan
Kadomsevt Petviashvili yang menggambarkan dua dimensi dari
persamaan KdV.

Pada persamaan KdV, orde yang semakin tinggi mampu
meningkatkan nilai amplitudo gelombang, namun nilai tersebut
belum mampu menyamai amplitudo yang dihasilkan oleh

persamaan lengkap Laplace. Padahal persamaan KdV merupakan



penurunan yang lebih sederhana untuk menghampiri persamaan
lengkap Laplace.

Banyak teknik matematika yang sering diterapkan untuk
mempermudah penyelesaian dari persamaan diferensial, seperti
linierisasi, transformasi, ekspansi ke dalam Deret Taylor dan Mac
Laurin, metode numerik, ekspansi asimtotik dan sebagainya. Semua
teknik tersebut digunakan tentu saja untuk mempermudah
penyelesaian masalah dengan tingkat galat yang bisa dipertanggung
jawabkan. Pemilihan teknik sangat didasari pada jenis masalah dan
tingkat kemudahan yang bisa direduksi.

Untuk permasalahan gelombang permukaan teknik
matematika yang sering digunakan adalah linierisasi yang
dipadukan dengan ekspansi asimtotik (Cahyono, 2002; Marwan,
2010). Dengan teknik ini kita bisa membangun solusi dari persamaan-
persamaan gelombang permukaan yang tak linier hingga tahap
orde-orde yang diinginkan.

Marwan (2010) telah melakukan penelitian terhadap
persamaan KdV hingga suku side band orde tiga untuk melihat
ketinggian maksimum amplitudo yang dapat dihasilkan oleh solusi
hingga orde tiga, ternyata pada suku orde ketiga diperoleh suku side
band yang magnitud amplitudonya dapat melebihi magnitud
amplitudo suku orde kedua dan ketiga yang lain. Suku side band orde
ketiga memiliki frekuensi yang cukup dekat dengan frekuensi orde
pertama, sehingga keberadaan suku side band orde ke tiga dapat
mendominasi pengaruh suku orde kedua dan ketiga yang lain.
Selanjutnya Afriadi (2017) melanjutakan dengan ekspansi

asimtotiknya sampai pada orde ke-5 untuk tujuan yang sama.
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Setelah diketahui posisi puncak gelombang dari pendekatan
solusi KdV orde tiga, tetapi posisi tersebut lebih rendah
dibandingkan hasil eksperimen menggunakan software HUBRIS. Ini
diduga karena ekspansi yang masih belum memadai. Oleh karena
Afriadi (2017) melakukan penelitian terhadap persamaan KdV untuk
mencari solusi KdV hingga orde lima menggunakan ekspansi
asimtotik serta membandingkan ketinggian amplitudo dari solusi
orde tiga dengan solusi orde lima. Pada penelitian ini
konstruksi  solusi orde tujuh menghasilkan suku resonansi dan
suku side band seperti pada orde tiga dan lima. Seperti halnya pada
orde ketiga dan lima, suku side band orde ketujuh memiliki frekuensi
yang cukup dekat dengan frekuensi suku orde pertama dan
magnitud amplitudonya dapat melebihi magnitud amplitudo suku
orde keenam dan ketujuh yang lain. Untuk ketinggian amplitudo
dengan pendekatan solusi orde ketujuh terdapat peningkatan nilai
amplitudo maksimum dibandingkan solusi orde tujuh dengan kata
lain amplitudo dari solusi orde tujuh lebih tinggi dibandingkan orde

lima.

B. Rumusan Masalah

Sebagaimana telah dimaklumi bersama bahwa persamaan
KdV merupakan persamaan diferensial parsial yang tak linier, tentu
saja solusinya tidak mudah untuk diperoleh. Penelitian ini akan
membangun solusi persamaan KdV dengan menggunakan ekspansi
asimtotik dari n dan k hingga orde ke-7. Penelitian ini merupakan
pengembangan dari penelitian Marwan (2010) yang melakukan

ekspansi asimtotik pada orde ke-3 dan Afriadi (2017) melanjutakan
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dengan ekspansi asimtotiknya sampai pada orde ke-5. Suku
resonansi yang muncul pada orde ganjil akan dikaji secara detil
dalam penelitian ini. Sehingga pertanyaan dalam penelitian ini,
bagaimanakah solusi persamaan KdV dengan menggunakan

ekspansi asimtotik dari 7 dan k hingga orde ke-7?

C. Tujuan Penelitian

Sebagaimana diketahui bersama bahwa persamaan KdV
merupakan PDP tak linier. Terkait dengan permasalahan tersebut,
tujuan penelitian ini adalah untuk membangun solusi dari
persamaan KdV dengan menggunakan ekspansi asimtotik
berlandaskan teori parameter gangguan hingga orde ke-7. Interaksi
dari berbagai solusi antar orde akan menghasilkan faktor resonansi
pada orde-orde ganjil. Keberadaan efek resonansi, formula posisi
ekstrim serta faktor amplifikasi akan diselidiki secara detil untuk
mendapatkan penggambaran solusi secara totalitas. Penentuan di
posisi mana suatu sinyal input yang diberikan di pembangkit
gelombang akan mengalami peristiwa pemuncakan tertinggi dan
berapa besar ketinggian gelombang terbangkit di posisi tersebut akan

mudah ditemukan ketika solusinya telah diperoleh.

D. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi
dalam wupaya untuk memperoleh 2 parameter pembangkitan
gelombang. Hasil ini akan dapat digunakan untuk mencari jawab
bagaimana gelombang ekstrim dapat dibangkitkan di kolam

pengujian. Dengan demikian, proses pembangkitan gelombang
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ekstrim di laboratorium guna pengujian model benda terapung
berupa kapal ataupun stasiun pengeboran minyak lepas pantai.
Berdasarkan formula ini akan dapat diprediksi posisi penempatan
suatu benda terapung yang akan diuji kelayakannya di laboratorium.
Dengan demikian, upaya coba-coba salah yang selama ini sering
dilakukan di laboratorium dapat dihindari. Selain itu, diharapkan
pula bahwa melalui hasil penelitian, pembangkitan gelombang di

laboratorium dapat dilakukan dengan lebih efektif dan efisien.



BABII
LANDASAN TEORI

A. Pemodelan Matematika

Model adalah representasi penyederhanaan dari sebuah realita
yang kompleks (biasanya bertujuan untuk memahami realita
tersebut) dan mempunyai feature yang sama dengan tiruannya dalam
melakukan fask atau menyelesaikan permasalahan (Widowati &
Sutimin, 2007). Model adalah karakteristik umum yang mewakili
sekelompok bentuk yang ada, atau representasi suatu masalah dalam
bentuk yang lebih sederhana dan mudah dikerjakan.

Dalam matematika, teori model adalah ilmu yang menyajikan
konsep-konsep matematis melalui konsep himpunan, atau ilmu
tentang model-model yang mendukung suatu sistem matematis.
Teori model diawali dengan asumsi keberadaan obyek-obyek
matematika (misalnya keberadaan semua bilangan) dan kemudian
mencari dan menganalisis keberadaan operasi-operasi, relasi-relasi,
atau aksioma-aksioma yang melekat pada masing-masing obyek atau
pada obyek-obyek tersebut. Indenpensi dua hukum matematis yang
lebih dikenal dengan nama axiom of choice, dan contnuum hypothesis
dari aksioma-aksioma teori himpunan.

Model merupakan representasi dari suatu sistem. Sistem
didefinisikan sebagai himpunan atau kombinasi dari bagian-bagian
yang membentuk sebuah kesatuan yang kompleks. Suatu himpunan
atau gugus bagian bisa disebut sebagai suatu sistem yaitu jika
memenuhi syarat adanya kesatuan (unity), hubungan fungsional, dan

tujuan. Pemodelan menangkap bagian esensial dari sistem.



Pemodelan merupakan bentuk abstraksi (Rumbaugh dalam Putro
dkk, 2013). Model diperlukan jika akan membangun sesuatu.
Abstraksi adalah proses memfokuskan pada fitur tertentu yang
sangat esensial untuk menyelesaikan tugas dan menghindarkan
beberapa fitur yang tidak diperlukan.

Model matematika merupakan representasi matematika yang
dihasilkan dari pemodelan matematika. Pemodelan matematika
merupakan suatu proses merepresentasikan dan menjelaskan
permasalahan pada dunia nyata ke dalam pernyataan matematis
(Widowati & Sutimin, 2007). Menurut Side (2014), model matematik
adalah hubungan antara komponen-komponen dalam suatu masalah
yang dirumuskan dalam suatu persamaan matematik yang memuat
komponen-komponen itu sebagai variabelnya. Proses untuk
memperoleh model dari suatu masalah disebut pemodelan
matematika. Suatu model matematika dikatakan baik jika model
matematika yang terbentuk dapat merepresentasikan atau mewakili
suatu permasalahan dalam kehidupan nyata.

Pemodelan matematika merupakan proses dalam memperoleh
pemahaman matematika melalui konteks dunia nyata. Menurut
Lovitt (1991), pemodelan matematika ditandai oleh dua ciri utama,
yaitu (1) pemodelan bermula dan berakhir dengan dunia nyata, (2)
pemodelan membentuk suatu siklus. Pemodelan matematika adalah
penyusunan suatu deskripsi dari beberapa perilaku dunia nyata
(fenomena-fenomena alam) ke dalam bagian-bagian matematika
yang disebut dunia matematika (mathematical world). Pemodelan

matematika juga merupakan representasi dari objek, proses, atau hal



lain yang diharapkan dapat diketahui polanya sehingga dapat
dianalisis (Senk dan Thompson dalam Turmudi, 2010).

Proses pemodelan Matematika dinyatakan dalam diagram alur

sebagai berikut:
Nyafa
Dunia Matematika
Masalah | Masalah dalam Membuat Asumsi
Dunia Nyata Matematika

[y

¥
Memformulasikan
Persamaan/Pertidaksamaan

Y

Menyelidiki Sifat
dari Solust

FY
FY

Solusi Dunia Nyata Interpretasi Hasil

Gambar 2.1. Diagram Alur Proses Pemodelan Matematika

Berdasarkan di atas maka dapat diperoleh langkah-langkah
pemodelan matematika sebagai berikut:

1. Menyatakan permasalahan nyata ke dalam pengertian
matematika. Pada langkah ini permasalahan yang terjadi di dunia
nyata dimodelkan dalam bahasa matematis. Langkah ini meliputi
identifikasi variabel-variabel dalam masalah dan membentuk
beberapa hubungan antar variabel yang dihasilkan dari
permasalahan tersebut.

2. Membuat Asumsi. Asumsi dalam pemodelan matematika
mencerminkan bagaimana proses berpikir sehingga model dapat

berjalan.
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3. Formulasi persamaan/pertidaksamaan, dengan pemahaman
hubungan antar variabel dan asumsi, langkah selanjutnya yaitu
memformulasikan persamaan atau sistem persamaan. Formulasi
model merupakan langkah vyang paling penting, sehingga
terkadang diperlukan adanya pengujian kembali asumsi-asumsi
agar dalam proses pembentukan formulasi dapat sesuai dan
realistik. Jika pada proses pengujian kembali ditemukan
ketidaksesuaian model, maka perlu dilakukan pengkajian ulang
asumsi dan membentuk asumsi yang baru.

4. Menyelidiki sifat dari solusi. Setelah membentuk formulasi model,
langkah selanjutnya adalah menyelidiki sifat dari solusi yaitu
menyelidiki apakah solusi sistem stabil atau tidak stabil.

5. Interpretasi. Hasil interpretasi merupakan suatu langkah yang
menghubungkan formula matematika dengan kembali ke
permasalahan dunia nyata. Interpretasi ini dapat diwujudkan
dalam bentuk grafik yang digambarkan berdasarkan solusi yang
diperoleh dan selanjutnya diinterpretasikan sebagai solusi dalam

dunia nyata.

B. Diferensial
Turunan fungsi f adalah fungsi f’ (dibaca “f aksen”).
Dimisalkan fungsi f terdefinisi dan bernilai tunggal dalam suatu
daerah D dimana c suatu titik di dalam D, maka turunan fungsi f(c)
(Purcel, 1984), yaitu:
1 = i[OI

xX—c X—C
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Jika terdapat limit f(c), maka fungsi f mempunyai turunan di c.
Turunan y = f(x) terhadap x dapat dinyatakan oleh salah satu
simbol berikut:

d dy
dxy'dx

Doy (),
C. Persamaan Diferensial

Dalam ilmu pengetahuan dan teknik, model matematika
dikembangkan untuk membantu memahami fenomena fisik. Model
ini sering mengacu pada suatu persamaan yang mengandung satu
atau lebih turunan atau fungsi yang tidak diketahui. Persamaan ini
disebut sebagai persamaan diferensial (Nagle, 1996).

Leibniz memperkenalkan persamaan diferensial pada tahun
1676. Persamaan diferensial merupakan persamaan yang
menghubungkan turunan dari fungsi yang tidak diketahui, fungsi itu
sendiri, variabel sehingga fungsi terdefinisi, dan konstanta (Farlow,
1994). Persamaan diferensial ini menyangkut satu atau lebih fungsi
(peubah tak bebas) beserta turunannya terhadap satu atau lebih
peubah bebas (Pamuntjak, 1990). Peubah/variabel bebas adalah
variabel yang nilainya tidak bergantung pada nilai variabel yang lain,
sedangkan peubah tak bebas/variabel terikat adalah variabel yang
nilainya bergantung pada nilai variabel yang lain.

Berdasarkan  bentuk diferensial yang dikandungnya,

persamaan diferensial dibagi menjadi dua macam, yaitu:

1. Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan
diferensial dengan fungsi yang tidak diketahui hanya bergantung
12



pada satu variabel bebas. Variabel y biasa digunakan sebagai variabel

takbebas, sedangkan variabel x atau t biasa digunakan sebagai

variabel bebas. Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa
adalah sebagai berikut:

F(x,y,y,y", ..., y™) =0. 2.1)

Berdasarkan sifat kelinearan dari peubah takbebasnya,

persamaan (2.1) dapat dibedakan menjadi:

a. Persamaan Diferensial Biasa Linear
Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa linear adalah

sebagai berikut:

n n-—1

d
)T+ G (DT o aD+a@ =f0 22

dxn-1
dengan a, # 0 dan a,,a,—4, ..,a1,a, disebut koefisien persamaan
diferensial. Fungsi f(x) disebut input atau unsur nonhomogen. Jika
f(x) disebut input, maka solusi dari persamaan diferensial y(x)
biasanya disebut output. Jika ruas sebelah kanan bernilai nol untuk
semua nilai x dalam interval yang ditinjau, maka persamaan ini
dikatakan homogen, sebaliknya dikatakan nonhomogen (Hidayat
dalam Putri, 2013).

Contoh:

dy
— =2 3
dx y + 3x

merupakan persamaan diferensial biasa linear nonhomogen.

b. Persamaan Diferensial Biasa Nonlinear
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Jika persamaan diferensial biasa tidak dapat dinyatakan dalam
bentuk persamaan (2.2), maka persamaan diferensial tersebut adalah
persamaan diferensial biasa nonlinear (Farlow, 1994).

Contoh:
% +y=y?
merupakan persamaan diferensial biasa nonlinear (Persamaan
Bernoulli).
2. Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan
diferensial yang memuat turunan parsial dan bergantung pada lebih
dari satu variabel bebas (Farlow, 1994).

Misalkan f suatu fungsi dua variabel x dan y. Turunan parsial
f terhadap x adalah suatu fungsi yang dinyatakan oleh D,f, yang
nilai fungsinya di setiap titik (x,y) dalam domain f diberikan oleh

f(x+Ax:Y)—f(x')’)
Ax

apabila limit ini ada. Dengan cara yang sama, turunan parsial f

Dxf(x: )’) = Alylcr—{lo

terhadap y adalah suatu fungsi yang dinyatakan oleh D, f, yang nilai

fungsinya di setiap titik (x,y) dalam domain f diberikan oleh

fl,y+Ay) — f(xy)
Ay

Dyf(x,y) = AI;IIIO

apabila limit ini ada.
Proses pencarian turunan parsial tersebut = disebut
pendiferensialan parsial. D,f menyatakan fungsi yang merupakan

turunan parsial f terhadap variabel pertama. D, f(x, y) menyatakan

nilai fungsi D, f di titik (x, y). Notasi lain secara Leibnitz untuk D, f
adalah %. Notasi lain untuk D, f(x,y) adalah %. Dengan cara
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of

yang sama, notasi-notasi lain untuk D, f adalah % Notasi lain untuk

D, f(x,y) adalah a%’;y).

Bila z = f(x,y), dapat ditulis g—i untuk D, f(x,y). Turunan

parsial tidak dapat dipandang sebagai hasil bagi dari 0z dan dx

karena masing-masing simbol ini tidak mempunyai arti secara
. .y . . . . . .
terpisah. Notasi —= dapat dianggap sebagai hasil bagi dua diferensial
apabila y suatu fungsi satu variabel x, tetapi tidak ada tafsiran yang
serupa seperti itu untuk g—i (Leithold, 1991). Dalam persamaan

diferensial parsial perlu diketahui beberapa notasi turunan parsial

yang terlibat, yaitu:
_ 0u _ou _ 0%u _ 0%u _0%u
W5 WM T M Tox M Ty Y T oy

Sebagai contoh diberikan bentuk kasus dari persamaan

diferensial parsial berikut:

6z+ 0z q ~ Foy)
x(’)x yay—z engan z = f(x,y).

Dalam hal ini, variabel-variabel x dan y adalah variabel bebas,
sedangkan z adalah variabel terikat. Untuk mencari nilai % yaitu
didiferensialkan/diturunkan z terhadap x dengan menjaga y sebagai

konstanta, sedangkan ~ untuk = memperoleh Z—i yaitu

didiferensialkan/diturunkan z terhadap y dengan menjaga x sebagai
konstanta.

Persamaan diferensial parsial banyak dijumpai dalam banyak
kasus, misalnya persamaan gelombang, perpindahan panas dan
massa, difusi, fisika nuklir, aerodinamika, elektromagnetik, dan lain-

lain.
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Beberapa hal yang berkaitan dengan persamaan diferensial

parsial adalah sebagai berikut:

a. Jumlah Variabel

Jumlah variabel dalam persamaan diferensial parsial adalah

jumlah variabel bebasnya.

Contoh:

Up = AUy (2 Variabel)
Uyx + Uyy + U, =0 (3 Variabel)

b. Persamaan Diferensial Parsial Linear dan Nonlinear

Persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan menjadi
linear atau nonlinear. Bentuk umum PDP linear tingkat dua dalam
dua variabel bebas adalah:

Auyy + Buy,, + Cuyy + Duy + Euy + Fu=2G (2.3)
dengan A4,B,C,D,E,F, G merupakan fungsi dalam x dan y. Suatu PDP
dikatakan nonlinear jika variabel tak bebas u dan turunan parsialnya
muncul dalam persamaan dengan cara tidak linear (dipangkatkan
atau dikalikan). Persamaan diferensial parsial orde dua dalam dua
variabel bebas yang tidak berbentuk seperti persamaan (2.3) disebut
persamaan nonlinear.
Contoh:

U = AUy, PDP linear)
PDP linear)

Uy T Uyy +UuU=4

PDP nonlinear)

(

(
Uy +uUuy, +u =1 (PDP nonlinear)

Upy F Uy, +u>=0

(

Uyy + Uy + (u,)? = 0 (PDP nonlinear)
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c. Persamaan Diferensial Parsial Linear Homogen

Persamaan umum diferensial parsial linear (2.3) disebut
homogen jika ¢ = 0 untuk semua x dan y, sedangkan jika G # 0
disebut non homogen (Roziana & Farida, 2008).

d. Tipe-Tipe Dasar dari Persamaan Linear

Suatu klasifikasi penting dalam PDP adalah terdiri dari tipe
parabolik, hiperbolik, dan eliptik. Persamaan diferensial parsial
linear orde dua atau persamaan (2.3) dapat dibedakan menjadi 3 tipe
(Triatmojo, 2002), yaitu:
a. Persamaan Ellips jika B> —4AC < 0

Contoh:

9%u | 9%u

=t v 0 (Persamaan Laplace)
9%u | 9%u :
=t oy = F(x,y) (Persamaan Poisson)

b. Persamaan Parabola jika B> — 4AC =0

Contoh:
9%u _ du . .
o = ar (Persamaan Panas Satu Dimensi)

c. Persamaan Hiperbola jika B> — 4AC > 0

Contoh:
9%u 2 0%u
pycial vy (Persamaan Gelombang)

D. Orde dan Pangkat Persamaan Diferensial
Orde (tingkat) suatu persamaan diferensial adalah orde
(tingkat) dari turunan yang terdapat pada persamaan itu yang
tingkatnya paling tinggi (Pamuntjak dkk, 1990).
17



Sebagai contoh adalah:
Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu

Y k45 dan xy +y=3
I x an xy' +y=3.
Persamaan Diferensial Parsial Orde Satu

0z 0z
xa+y@=z dan u; = u,.

Persamaan Diferensial Biasa Orde Dua

d’y . .dy N2 4 (1S 2
w+3a+2y—0 dan (y")*+ (y')° + 3y =x=.
Persamaan Diferensial Parsial Orde Dua

622+3 0%z N 0%z
0x2  ~0xdy dy?

=0 dan u; = a’u,,.

Bila suatu persamaan diferensial biasa berbentuk polinom
dalam peubah bebas beserta turunan-turunannya, persamaan
diferensial itu dapat dicirikan menurut pangkat (derajat) nya.

Pangkat (derajat) suatu persamaan diferensial biasa yang
berbentuk polinom dalam fungsi (peubah tak bebas) beserta turunan-
turunannya adalah pangkat (derajat) polinom itu, yakni pangkat
tertinggi dari perkalian peubah tak bebas beserta turunan-
turunannya yang terdapat dalam persamaan diferensial itu
(Pamuntjak, 1990). Sebagai contoh adalah:

Persamaan Diferensial Orde Satu Derajat Satu
dy + (xy — cosx)dx = 0.

Persamaan Diferensial Orde Dua Derajat Satu

d*v dv N (dv)z =0

dx?'dx | \dx vee

Persamaan Diferensial Orde Empat Derajat Satu
dty &% d’y dy

— 4 x2—= 4 sinx—= —~ —y=x2+1.
dx4+x dx3+smxdx2+cosxdx y=x“+
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Persamaan Diferensial Orde Dua Derajat Tiga
@y (Y 4o
T2 +y (a) +y*+x°=0.

Persamaan Diferensial Orde Satu Derajat Empat

dy4
- 4x? =
[dx]+ x

E. Solusi Persamaan Diferensial

Solusi/ penyelesaian dari persamaan diferensial biasa orde-n
adalah fungsi y = y(x) yang jika disubstitusikan ke persamaan
tersebut akan memenuhi sepanjang interval a < x < b (Farlow, 1994).
Contoh Solusi Persamaan Diferensial Biasa:

1. Fungsi y(x) =sinx —cosx +1 adalah solusi dari persamaan
2
diferensial biasa linear % +y=1.

2. Fungsi y; (t) = cost dany,(t) = sint adalah solusi dari persamaan
y" +y =0 untuk semua t, karena apabila y;(t) dan/atau y,(t)
disubstitusikan ke dalam persamaan y"” +y =0, maka akan
diperoleh kesamaan.

Suatu penyelesaian (solusi) persamaan diferensial (dalam
peubah x dan y) merupakan suatu hubungan antara x dan y, yang
jika disubstitusikan ke dalam persamaan tersebut akan memberikan
kesamaan (identitas). Solusi dari persamaan diferensial dibedakan
menjadi dua, yaitu solusi umum dan solusi khusus. Solusi umum
(general solution) adalah solusi (baik dinyatakan secara eksplisit
maupun implisit) yang memuat semua solusi yang mungkin pada
suatu interval (Ross, 1984). Solusi umum persamaan diferensial

memuat konstanta-konstanta sehingga setiap solusi dapat diperoleh
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dari solusi umum dengan mengambil konstanta-konstanta yang
sesuai (Supriyono & Hendikawati, 2008).

Jika y' = f(x) diintegralkan, diperoleh y = [ f(x) dx + C yang
mengandung satu tetapan integrasi, yaitu C. Jika y"” = g(x)
diintegralkan dua kali untuk mendapatkan y, maka y mengandung
dua tetapan integrasi. Penyelesaian seperti ini dinamakan
penyelesaian umum dari persamaan diferensial linear tersebut. Hal
yang sama untuk persamaan diferensial taklinear. Solusi yang
diperoleh dari solusi umum dengan mengambil konstanta/tetapan
yang sesuai dinamakan solusi khusus atau solusi komplemen. Solusi
khusus (partikular) adalah solusi yang tidak memuat konstanta
karena adanya syarat awal pada suatu persamaan diferensial (Ayres,
1952). Akan tetapi, kebanyakan persamaan diferensial taklinear tidak
dapat diselesaikan secara ekplisit. Cara yang tepat dalam
mempelajari persamaan diferensial taklinear beserta solusinya ialah
membuat persamaan tersebut menjadi linear, yaitu dengan
menghampiri persamaan tersebut oleh persamaan diferensial linear
(aproksimasi).

Misal diberikan contoh y’ = 3 memiliki solusi umum yaitu y =
3x + C. Jika diberikan syarat awal y(0) = 1, maka diperoleh solusi
khusus yaituy = 3x + 1.

F. Metode Numerik

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk
memformulasikan persoalan matematik sehingga dapat dipecahkan
dengan operasi perhitungan/aritmatika biasa (tambah, kurang, kali,

dan bagi). Metode artinya cara, sedangkan numerik artinya angka.
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Jadi metode numerik secara harfiah berarti cara berhitung dengan

menggunakan angka-angka.

Metode numerik disebut juga sebagai alternatif dari metode
analitik, yang merupakan metode penyelesaian persoalan
matematika dengan rumus-rumus aljabar yang sudah baku atau
lazim. Disebut demikian, karena adakalanya persoalan matematika
sulit diselesaikan atau bahkan tidak dapat diselesaikan secara analitik
sehingga dapat dikatakan bahwa persoalan matematika tersebut
tidak mempunyai solusi analitik. Sebagai alternatifnya, persoalan
matematika tersebut diselesaikan dengan metode numerik.

Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan
permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara matematis
dengan operasi aritmatika. Hasil dari penyelesaian numerik
merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari penyelesaian
analitik atau eksak. Karena merupakan nilai pendekatan, maka
terdapat kesalahan atau galat terhadap nilai eksak. Nilai kesalahan
tersebut harus cukup kecil terhadap tingkat kesalahan yang
ditetapkan (Triatmodjo, 2002).

Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode
analitik terletak pada dua hal, yaitu:

1. Solusi dengan metode numerik selalu berbentuk angka,
sedangkan dengan metode analitik biasanya menghasilkan solusi
dalam bentuk fungsi matematik yang selanjutnya fungsi
matematik tersebut dapat dievaluasi untuk menghasilkan nilai
dalam bentuk angka.

2. Metode numerik hanya menghasilkan solusi yang menghampiri

atau mendekati solusi sejati sehingga solusi numerik dinamakan
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juga solusi hampiran (approximation) atau solusi pendekatan. Akan
tetapi, solusi hampiran tersebut dapat dibuat seteliti yang
diinginkan. Solusi hampiran tentu tidak tepat sama dengan solusi
sejati, sehingga ada selisih antara keduanya, dan selisih tersebut
dinamakan sebagai galat (error). Sedangkan dengan metode
analitik sudah pasti dihasilkan solusi yang sebenarnya atau solusi

sejati yang sesuai dengan kenyataannya (Munir, 2008).

G. Metode Asimtotik

Ada banyak permasalahan dalam matematika terapan dimana
persamaan pengaturnya adalah sekumpulan pesamaan tidak stabil
yang melibatkan banyak variabel. Sebagian besar persamaan adalah
persamaan taklinear dan sulit diselesaikan secara analitik. Solusi
numerik adalah salah satu pilihan. Namun demikian, jika ada
parameter besar atau kecil yang muncul, penggunaan metode
asimtotik dapat membantu dalam proses memahami karakteristik
solusi, memungkinkan untuk mendapatkan solusi dalam bentuk
analitik serta mereduksi persamaan menjadi jauh lebih sederhana
dan bisa diselesaikan dengan jauh lebih mudah.

Kebanyakan masalah matematis yang dihadapi para
matematikawan, ilmuwan dan insinyur, memiliki karakteristik yang
melibatkan solusi eksak. Beberapa karakteristik tersebut adalah:

a. Bagian taklinear pada persamaan,

b. Koefisien variabel,

c. Kondisi batas taklinear pada batas yang diketahui,

d. Kondisi batas linear atau taklinear pada batas yang tidak

diketahui.
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Solusi eksak sangat jarang ditemukan, disebabkan oleh faktor
ketaklinearan, inhomogenitas, dan syarat batas secara umum. Oleh
karena itu, matematikawan yang bekerja di bidang terapan dipaksa
untuk mencari solusi aproksimasi dari masalah yang mereka hadapi.
Aproksimasi tersebut bisa berbentuk numeric murni, analitik murni,
atau kombinasi teknik numerik dan analiti (Nayfeh, 1981). Salah satu
aproksimasi tersebut dikenal dengan Perturbation Theory.

Perturbation Theory adalah nama untuk sejumlah teknik yang
dikembangkan untuk menurunkan solusi aproksimasi, berlaku
dalam batasan kasus tertentu yang berguna untuk memahami proses
penting dalam bentuk sederhana. Teknik ini sering memiliki
kemampuan prediksi yang benar-benar akurat bahkan ketika
diterapkan di luar daerah dimana metode ini digunakan. Solusi
aproksimasi yang didapatkan dengan Perturbation Theory biasanya
berisi satu, dua, atau tiga bagian dari ekspansi deret tertentu dalam
persekitaran titik dimana solusi memiliki singularitas penting
(Holmes, 1995). Salah satu metode yang dikembangkan dalam
Perturbation Theory adalah metode asimtotik.

Adanya sifat nonlinear pada persamaan diferensial akan
diperoleh bentuk solusi yang sulit dan tidak ada teknik umum yang
tersedia, sehingga digunakanlah ekspansi asimtotik untuk
mendapatkan pendekatan solusi persamaan diferensial nonlinear.
Atau dapat dikatakan, persamaan yang nonlinear bisa diselesaikan
dengan menggunakan metode ekspansi asimtotik yaitu dengan
pendekatan linear untuk menentukan solusinya. Ekspansi asimtotik
tersebut merupakan ekspansi dari deret pangkat. Ekspansi asimtotik

dalam analisis ini digunakan untuk menggambarkan perilaku dari
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suatu fungsi dalam situasi yang terbatas, ketika sebuah fungsi f(¢)
tergantung pada parameter € yang kecil, dan solusi dari persamaan
yang mengatur fungsi ini diketahui pada € = 0.

Metode asimtotik berguna dalam beberapa cara. Pertama, bisa
secara langsung menemukan solusi aproksimasi untuk suatu
masalah. Kedua, metode ini bisa digunakan untuk menemukan
pendekatan solusi eksak yang sulit dimengerti (misalnya, solusi yang
ditulis dalam bentuk fungsi Bessel dengan argumen yang banyak dan
rumit, atau dalam bentuk fungsi elliptic). Dengan demikian, jika
digunakan  pendekatan = menggunakan metode  asimtotik,
permasalahan akan menjadi lebih sederhana dan bisa diselesaikan
dengan tepat.

Suatu perangkat matematis yang akan digunakan dalam

metode ini adalah deret Taylor, seperti yang dijelaskan berikut ini:

1. Ekspansi Deret Taylor

Deret Taylor adalah bentuk khusus dari suatu fungsi yang
dapat digunakan sebagai pendekatan dari integral suatu fungsi yang
tidak memiliki anti turunan elementer dan dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial (Kreyszig, 2011).

Andaikan f memenuhi

fX)=cy+x—a)+c(x—a)’+c3(x—a)d + ..

untuk semua x dalam suatu interval di sekitar a, maka

_f"@

n!

CTL
(Valberg, Purcell, & Rigdon, 2011).
Untuk menentukan pendekatan solusi, harus dikembangkan

deret pangkat dari parameter. Ekspansi deret pangkat biasanya
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menghasilkan deret Taylor. Dalam membangun pendekatan orde
pertama, dapat diasumsikan bahwa ketergantungan solusi pada €
dapat ditentukan dengan menggunakan deret Taylor pada € = 0.

Jika sebuah fungsi f (¢) mempunyai turunan tak terhingga pada
€ = €, deret pangkat dari (e — €;) dapat ditulis sebagai:
fle) =ap+a,(e —€y) + a(e —€p)? + az(e — 9)3 + ...

oo

O =) an(e—eo)

n=0

dimana a,, berelasi dengan f dan turunannya di € = ¢,, didapatkan
yaitu ap = f(€0), a1 = f'(€0), @z = 2 f"(€0), a3 = 3. f "' (o), ...

sehingga dapat ditulis:
o 1
f&) =) —f"(e0) (e —eo)"
n=0

disebut sebagai ekspansi Taylor f(¢€) di sekitar € = €, (Nayfeh, 1993).

Menurut Dean dan Dalrymple (1991), dengan menggunakan
deret Taylor, maka akan mungkin untuk membangun hubungan
antar karakteristik-karakteristik fluida pada dua daera yang
berdekatan.

Selain deret Taylor, ada perangkat matematis lain yang akan
sangat membantu memahami nilai limit dari rasio dua fungsi, yaitu
aturan L’hopital, seperti yang dijelaskan berikut:

Diberikan f(e) dan @(e) yang terdiferensialkan dalam interval
(€q,€p) serta @(e) # 0 dalam interval tersebut. Misalkan juga
) "(e
lm G =
dimana —o0 < A < oo,

Dalam kasus ini,
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lim @ =
e—eo O(€)

jika salah satu kondisi berikut berlaku:

4,

a. f - 0dan @ — 0 ketika € — €,, atau
b. @ — 0 ketika € — €.

2. Notasi Orde
Dalam menentukan pendekatan asimtotik, harus diberikan

orde, untuk melihat bagaimana fungsi berkelakuan sebagai
parameter, khususnya untuk e yang kecil. Sebagai contoh, fungsi
@(e) = € tidak konvergen secepat @(e) =e€? ketika € >0 dan
dibutuhkan notasi/simbol untuk melambangkan fakta ini. Dua
simbol yang umum digunakan untuk menggambarkan perilaku dari
suatu fungsi f(€) ketika € — €y, yaitu “0” dan “0”, disebut “oh’ besar
dan “oh” kecil.
Definisi:
a. f =0(Q) saat € > ¢, artinya ada konstanta k, dan ¢; (bebas

terhadap €) sedemikian sehingga

|f(e)] = kol@(e)| untuk €5 < € < €.

Bentuk ini dibaca “f adalah big Oh dari @” saat € — €.
b. f = 0(@) saat € - ¢, artinya bahwa setiap § positif terdapat €,

(bebas terhadap €) sedemikian sehingga

|f(e)] = 6|0(e)| untuk €, < € < €,.

Bentuk ini dibaca “f adalah little Oh dari @” saat € — €.
Definisi tersebut terlihat rumit, tetapi sebenarnya mudah
diaplikasikan. Namun ada cara lain untuk menentukan orde dengan
benar yaitu dijelaskan dalam teorema berikut.

Teorema:
26



Apabila ada dua fungsi yang berbeda, misalkan f(¢) dan @(e), dapat
dikatakan bahwa:
a. “f adalah ‘oh’ besar dari @” ketika € — €,

f(e) = 0((2)(6)) jika llm ;8 L

untuk —oo < I < oo,
b. “f adalah ‘oh” kecil dari @” ketika € — €,

f(e) = 0(9(0)) jika lim m 9 =0,

Fungsi @(e) disebut fungsi gauge. Himpunan fungsi gauge adalah
himpunan epsilon pangkat (1, €, €2, ...) (Nayfeh, 1993).

3. Ekspansi Asimtotik

Misalkan 6,(€), n = 0,1,2, .., adalah suatu barisan fungsi. Jika
on(e) = o(dn_l(e)) ketika € » a, maka barisan 6,(€¢) dinamakan
barisan asimtotik. Contoh : Barisan &,(e) = €™ adalah barisan
asimtotik karena €™ = o(e™ 1) ketika € — 0.

Misalkan 6,,(¢) adalah suatu barisan asimtotik. Jika fungsi f(€)

dapat ditulis sebagai
N
= anbu(e) +0(Swss()) ketika e > 0,
n=0

untuk suatu barisan konstanta a,, maka f(e) dikatakan mempunyai
ekspansi asimtotik. Perhatikan bahwa ekspansi asimtotik di atas

dapat ditulis secara tunggal karena setiap a,, dapat dihitung dengan
f(e) £ (€) — Xnzo @ Sm ()

% = I Sate) o = 8 52(0)

untukn=1,2, ...

Jika f(x; €) mempunyai ekspansi asimtotik
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N
FO56) = ) ful0)8(€) + 0(8y11(6)) ketikae -0,
n=0

yang valid untuk setiap x di suatu domain D, maka ekspansi tersebut
dikatakan seragam di D. Jika tidak, maka ekspansi tersebut dikatakan

tak seragam di suatu subdomain D. Contoh ekspansi asimtotik:
1
sin(x + €) = sin(x) + € cos(x) — 562 sin(x) + 0(e?) ketikae - 0

valid di setiap x € R, sehingga ia dikatakan seragam untuk semua x.

Sedangkan ekspansi asimtotik
€ €2 ]
Vx+e=+x|1+——=——=+0(e) | ketikae - 0,
2x  8x?

tidak valid ketika x — 0, sehingga ia dikatakan tak seragam di x =
0(e).

Berikut ada versi lain dari definisi ekspansi asimtotik.
Diberikan f(e€) dan @(¢), dikatakan bahwa @(e) adalah pendekatan
asimtotik dari f(€) untuk € —» €, dimana f = @ + o(®) untuk € — ¢,.

Ditulis f = @ untuk € = €,. Dalam hal khusus, f = @ untuk € — ¢,
jika lim 22 = 1,

e—ep 0(6)
Fungsi @;(€),,(€), ... disebut urutan asimtotik untuk € — ¢,
jika dan hanya jika @,,41(€) = 0(®n (e)) ketika € - €, untuk semua n.
Jika @, (€),D,(€), ... adalah urutan asimtotik, maka f(€) mempunyai
ekspansi asimtotik untuk n, jika dan hanya jika f(€) = X}_; ax @y +
0(9,) untukn = 1,2, ..., ketika € - €;, dimana a; independen dari e.
Dapat ditulis:
fle)~a,0,(e) + a,@,(e) + ... + a,?,,(€) ketika € — ¢,

dengan @, disebut fungsi gauge (Holmes, 2013).
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Untuk menggunakan definisi ini, dibutuhkan ide dari fungsi-
fungsi yang tersedia. Ada banyak fungsi yang bisa didapatkan, tetapi
dalam hal ini akan difokuskan pada fungsi berikut ini:

a. 0, =(e—epa, ©,=(€—€)B, ©05;=(€—¢€y,.., dimana
a<pf<y< .
b. 9, =1,0,=e—1/¢, 03 =e —2/¢, ...

Fungsi yang pertama adalah perumuman dari fungsi deret
pangkat sedangkan barisan yang kedua akan berguna ketika fungsi-
fungsi kecil harus dideskripsikan secara eksponensial.

Prosedur untuk membangun ekspansi asimtotik, misalkan
diberikan @;, @,,.. dan ekspansi fungsi berbentuk f~a;®;(e) +
a,®,(e) +---. Dengan ide dasar ini dapat ditentukan koefisien

ekspansi dari bentuk berikut:

a; = lim —
1 [Sad 0} @1’
. a9,
a, = lim ——,
€—€g 2
. f—a.0, — a0,
az; = lim :
e—€g D3

Ini menunjukkan bahwa fungsi gauge nya tidak nol untuk € yang
dekat dengan €, dan limitnya ada (Holmes, 2013).

Dalam kasus, ada fungsi u(x), diberikan @,, @,, ... dan ekspansi
fungsi berbentuk f~a;®,(€) +a,@,(e) + -+ dan dimisalkan @¢; =1,
@, =€, @3 = €2, ... maka diperoleh:

u(x) = ug(x) + euq (x) + €?uy(x) + ...

Dalam pendekatan perturbasi, diasumsikan bahwa solusi akan
bergantung pada kuantitas kecil yang didefinisikan sebagai epsilon
(€). Dalam bukunya, Ablowitz dan Clarkson (1991) memberikan

asumsi pada persamaan KdV, bahwa amplitude gelombang sangat
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kecil, € « 1. Artinya, asumsi pada persamaan KdV memenuhi asumsi
untuk pendekatan perturbasi. Pada pendekatan ini, solusi linear
tidak akan bergantung pada €, sementara solusi orde berikutnya
bergantung pada €, orde setelahnya bergantung pada €? dan
seterusnya, sehingga dapat dibangun kembali dalam bentuk deret
pangkat e.

Selanjutnya, dengan menggunakan definisi pendekatan
asimtotik, elevasi n diekspansikan sebagai deret pangkat dalam
epsilon yaitu:

n~en®W+ein®+e3n® +

H. Persamaan Laplace

Ada beberapa ranah yang tidak bisa dipisahkan dari
Persamaan Laplace seperti distribusi potensial kecepatan dari fluida
tak termampatkan pada daerah yang tidak memiliki sumber fluida
maupun pusaran fluida, distribusi suhu dalam kondisi tunak pada
daerah yang bebas sumber panas, distribusi potensial listrik pada
daerah yang bebas dari muatan listrik, ataupun distribusi potensial
gravitasi pada daerah yang bebas massa. Persamaan ini sangat
berguna dalam matematika sains, teknik, maupun aplikasi yang
berkaitan dengan distribusi potensial seperti yang dipaparkan
sebelumnya.

Berbagai cara dapat digunakan untuk menurunkan Persamaan
Laplace sesuai dengan hukum-hukum fisis yang berlaku pada bidang
aplikasi tertentu. Jika Persamaan Laplace diaplikasikan pada
distribusi potensial listrik, maka persamaan tersebut dapat

diturunkan dari perumusan Hukum Coulomb dan beberapa
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persamaan terkait lainnya. Sama halnya jika persamaan Laplace
diaplikasikan pada distribusi potensial gravitasi, maka persamaan
tersebut dapat diturunkan dari Hukum Gravitasi Newton dan
persamaan lainnya yang berkaitan dengan persamaan medan
gravitasi. Begitu juga untuk bidang aplikasi lainnya, Persamaan
Laplace dapat diperoleh dari relasi beberapa persamaan terkait.
Penelitian ini membahas mengenai Persamaan KdV (Korteweg-
de Vries) dengan Hidrostatika sebagai bidang kajiannya. Persamaan
Laplace pada penelitian ini akan diturunkan dari hukum-hukum
gerak fluida. Asumsikan bahwa suatu fluida berada dalam suatu
wadah tertentu dan bergerak dalam suatu kondisi batas tertentu,
yaitu grup partikel fluida ataupun elemen volume fluida dengan
kadar tertentu. Massa fluida dalam elemen tersebut tetap atau kekal
dalam selang waktu tertentu. Dari asumsi tersebut, hukum kekekalan

massa dapat dinyatakan menurut persamaan berikut (Newman,

1999):
alffoav=o e

dengan p dan dV pada persamaan (2.4) berturut-turut menyatakan

massa jenis dan elemen volume dari fluida. Berdasarkan Hukum II

Newton, gaya merupakan laju dari perubahan momentum partikal
dp

tiap saat (F = E)' Gaya yang mungkin muncul pada masalah fluida

ini adalah gaya persatuan volume (F;) yang bekerja pada seluruh
elemen volume fluida dan gaya akibat tekanan (7;jn;) pada setiap
elemen luas yang ada pada elemen volume tersebut. Berdasarkan

kriteria gaya tersebut dan perumusan momentum (p = mu), Hukum
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II Newton pada elemen volume dari fluida dapat ditulis dalam

bentuk seperti berikut:

%fﬂ- pu; dV = ff 7;;m;dS + fff F;dv (2.5)

dengan u; adalah kecepatan partikel dari fluida. Persamaan (2.5)
terdiri dari integral volume dan integral permukaan, sehingga suku
pertama pada ruas kanan dapat dikonversi menjadi integral volume

dengan menggunakan teorema divergensi sehingga persamaan (2.5)

%jﬂpui dv = fﬂ (a;;lf# Fl->dV. (2.6)

Teorema transport dapat digunakan untuk memodifikasi

menjadi:

persamaan (2.6) sehingga menghasikan persamaan-persamaan
lainnya yang berkaitan dengan fluida dinamik. Volume fluida yang
mengalir sepanjang waktu merupakan jumlah seluruh aliran fluida
yang berbentuk fungsi keadaan dan waktu dari elemen volume
fluida sendiri. Persamaan transport dari aliran suatu fluida dapat

dinyatakan menurut persamaan berikut:

I= f f f(x,0) dV 2.7)

v(t)
dengan x adalah posisi dalam R3. Al pada keadaan tertentu dapat
dicari dengan mengambil selisih I(t + At) dengan I(t), dilanjutkan
dengan menguraikan f(x,t+ At) melalui Ekspansi Taylor serta
dengan mengabaikan suku-suku yang bernilai kecil dan mengambil

limit yang cenderung menuju nol (suku O[At]?), sehingga akan
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menyebabkan suku-suku dalam ekspansi f(x,t+ At) yang

mengandung [At]? juga menuju nol sehingga akan diperoleh:

%: fvf f (%) v + l f fu,dsS (2.8)

dengan u, adalah kecepatan partikel fluida. Jika persamaan (2.7)
disubstitusikan ke persamaan (2.8) dan dengan menerapkan teorema

divergensi, maka sekali lagi pada persamaan (2.8) akan diperoleh:

e[ reo ar = [[[iE+ = ruonav 29)
74 |4

Hukum Newton II yang dinyatakan oleh persamaan (2.5) dapat
ditransformasikan ke bentuk lain dengan menggunakan teorema
transport dan dengan membagi persamaan tersebut dengan u;

sehingga diperoleh:

%ﬂ]p dv = -U [g—/t)+ aixi(pui)]dV. (2.10)
vV v

Persamaan (2.10) merupakan persamaan kontinuitas dan
bernilai nol. Hal tersebut dikarenakan jumlah fluida yang melewati
suatu luasan tertentu setiap saat selalu tetap/konstan. Persamaan
(2.10) diruas kiri terdapat derivatif terhadap waktu dan hal inilah
yang menyebabkan persamaan tersebut bernilai nol. Jika nilai nol
dinisbatkan pada persamaan (2.10) untuk ruas kanan, maka 2 suku
pada ruas kanan dalam tanda kurung haruslah bernilai nol dan

persamaan (2.10) dapat ditulis dalam bentuk:
dap d

E-}- 6xl-

Fokus utama dalam konteks ini adalah fluida yang tak

(pu;) = 0. (2.11)

termampatkan, dengan kata lain volume elemen fluida yang ditinjau
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konstan. Berdasarkan definisi massa jenis, yaitu massa persatuan
volume, maka dengan mengasumsikan massa tetap (hukum kekekalan
massa) dan volume juga tetap (fluida tak termampatkan) sehingga
massa jenis sudah dapat dipastikan tetap setiap saat (Z—’: = O).
Persamaan (2.11) bernilai nol dan dihasilkan persamaan baru yang

berbentuk:

aui
U _ 212
o, 0 (212)

Dengan menggunakan operator del/nabla, persamaan (2.12) dapat
diungkapkan dalam bentuk perkalian titik dari vektor, yaitu:

Vi=0 (2.13)
dengan v merupakan vektor kecepatan di R3. Sebagaimana
dipaparkan sebelumnya bahwa Persamaan Laplace erat kaitannya
dengan penyebaran potensial di dalam ruang, yang mana ruang
tersebut bebas dari sumber potensial. Secara umum potensial suatu
besaran merupakan produk dari suatu medan dari besaran tersebut
dengan perpindahan yang memuat distribusi medan. Sebagai contoh,
potensial listrik merupakan produk dari medan listrik dengan vektor
perpindahan, potensial gravitasi merupakan produk dari medan
gravitasi dengan vektor perpindahan, dan sebagainya.

Perumusan Persamaan Laplace dalam penelitian ini berkaitan
dengan penggambaran perilaku dari pergerakan fluida, otomatis
pergerakan fluida sudah pasti memiliki kecepatan, berarti distribusi
potensial dalam konteks ini tentu saja adalah potensial kecepatan
(®). Berdasarkan definisi potensial secara umum dan dengan
dilandasi oleh beberapa contoh di atas, kecepatan yang berkaitan

dengan potensial kecepatan dapat dirumuskan menurut persamaan:
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U= V. (2.14)

Jika persamaan (2.14) disubstitusikan ke persamaan (2.13) akan
menghasilkan persamaan yang berbentuk:

U= V. (2.15)

Persamaan (2.15) yang dikenal sebagai Persamaan Laplace yang

dapat digunakan untuk melukiskan suatu gelombang permukaan

pada suatu fluida homogen, tak kental, tak berotasi, dan tak

termampatkan.

I. Persamaan Lengkap
Persamaan yang memodelkan perambatan gelombang air

diatas dasar yang rata dapat dituliskan dalam bentuk persamaan

berikut (Marwan, 2006):
0’0 0%
= 2.16
5zt 57 =0 (2.16)

dengan x dan z berturut-turut menyatakan komponen horizontal dan

vertikal. Persamaan syarat batasnya adalah:

1. Pada dasar kolam yang mana kedalamannya sebesar h dari
permukan, fluida tidak bergerak dalam arah vertikal sehingga

kecepatan dalam arah z bernilai nol dan dapat dimodelkan:
0o 0
0z

2. Setelah terbentuk gelombang dengan ketinggian relatif n terhadap

z=—h. (2.17)

permukaan air ketika dalam keadaan tenang berlaku syarat batas

kinematika permukaan bebas, yaitu:
an an 0P

_,on 0% _ _ 218
ot Yax a2 0 FEn&. (2.18)
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3. Pengaruh tekanan fluida pada gelombang yang terbentuk di
permukaan akan menghasilkan syarat batas dinamik permukaan
bebas, yaitu:

v 1
9= 55 V@2 =0, z=n(xt). (2.19)

Persamaan (2.16) sampai dengan persamaan (2.19) dikenal sebagai

persamaan lengkap.

J. Parameter Gangguan

Fenomena gelombang laut menggambarkan transmisi dari
energi dan momentum. Gelombang laut selalu menimbulkan
sebuah ayunan air yang bergerak tanpa henti-hentinya pada lapisan
permukaan laut dan jarang dalam keadaan sama sekali diam.
Hembusan angin sepoi-sepoi pada cuaca yang tenang sekalipun
sudah cukup untuk dapat menimbulkan riak gelombang dan dalam
keadaan badai yang besar dapat menimbulkan suatu gelombang
besar yang dapat mengakibatkan suatu kerusakan. Gerak gelombang
dapat dipandang sebagai perpindahan energi dan momentum tanpa
perpindahan materi. Satu gelombang terdiri atas titik puncak dan
dasar.

Satu gelombang terdiri dari satu puncak dan satu gelombang.
Beberapa istilah yang digunakan dalam mempelajari gelombang
yaitu amplitude, periode, frekuensi, panjang gelombang. Amplitudo
(A) adalah ketinggian maksimum suatu puncak, atau kedalaman
lembah terhadap permukaan air tenang. Periode adalah waktu yang
diperlukan gelombang untuk berjalan sejauh satu panjang
gelombang. Satuan dari periode adalah detik atau sekon. Frekuansi

adalah banyaknya gelombang yang dihasilkan dalam satu detik.
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Panjang gelombang (A\) menyatakan jarak yang  ditempuh
gelombang dalam waktu satu periode. Penelitian ini mengkaji
gelombang air dangkal (shallow water waves), dimana kedalaman air
jauh lebih kecil dari panjang gelombang permukaan. Beberapa model
matematis yang  menggambarkan perambatan  gelombang
permukaan untuk air dangkal akan dibahas lebih detil pada subbab
selanjutnya.

Berkaitan dengan gelombang ekstrim diperlukan suatu
parameter untuk mengukurnya. Misalkan suatu parameter gangguan
sebesar €, maka pengaruhnya pada suatu fungsi dapat dinyatakan
dalam bentuk berikut (Nafyeh, 1993):

X=X+ €x;+ €2x3+ ... (2.20)

Pengaruh parameter gangguan pada suatu model matematika
pangkat tinggi, beserta teknik penyelesaian masalahnya dapat
digambarkan dalam masalah yang ditulis sebagai berikut:

EXT = ApX™ 4 A1 X™ 1+ A x™ 2+ L+ ax + ag (2.21)
dengan ag tak bergantung pada € dan x,n, dan m merupakan
bilangan bulat, dengan n > m. Jika persamaan (2.20) disubstitusikan
ke persamaan (2.21) dan diperpendek pengungkapannya, maka
dapat ditulis menjadi:

€(x;+ exy, + )" = an(x;+ exy + ..M
+amo(x1+ exa+ )™+ apo(x+ exy, + )M (2.22)
+ .+ a(x+ex;+ )+ q

Penjabaran  persamaan (2.22) yang disertai dengan
mencocokkan pangkat € antara ruas kiri dan kanan akan diperoleh
persamaan yang dapat dinyatakan menjadi:

mx+ [m—1]am_1x37% + .. +x1%; (2.23)

—xM(amxX* + Ao x + L+ ap)
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+e(mx + [m—1]am_1x7 %+ ... +ayx; —x) +0(€?) =0

dengan 0(e?) merupakan galat dengan tingkat orde bernilai 2. Solusi
persamaan (2.23) diperoleh dengan menyamakan pangkat € antara
ruas kiri dan kanan. Solusi x; akan berguna bagi penentuan solusi x,,
solusi x, akan berguna untuk penentuan solusi x3, dan seterusnya
hingga sampai pada orde yang dinginkan. Aplikasi dari parameter
gangguan pada suatu permasalahan dapat dilihat pada contoh
berikut.

Misalkan diberikan suatu permasalahan % +x + ex3 =0,
dengan € besaran tak berdimensi yang menggambarkan efek
nonlinear. Persamaan (2.20) disubstitusikan ke dalam permasalahan
yang diberikan sehingga menghasilkan

¥+ €i, +0(€%) + x1 + ex,+ 0(e?) + e(x, + ex, +0(€2))3 = 0.
Pengumpulan pangkat € yang bersesuaian dengan galat
sebesar 0(e?) dapat ditulis
¥+ x;+e(E+ x, +x3)+0(€?) =0.
Suku-suku yang tak mengandung e akan menghasilkan persamaan
X1 +x,=0.

Solusi umum dari persamaan tersebut adalah x; = ay cos(t +
@), dengan a, dan @, merupakan konstanta sembarang. Suku-suku
yang mengandung pangkat satu dari e dapat ditulis

¥4+ x, +x3=0.
Jika x4 disubstitusikan ke persamaan di atas maka

¥, 4+ x, = —ad cos® (t+ @)
. 3 . 1 .
X4+ x,=— 7% cos(t + @y) — 7% cos(3t + 3@y).

Solusi untuk x; yang mencakup solusi umum dan solusi

khusus dapat dituliskan
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3 1
x, = a;cos(t+ @;)— gagtsin(t + @) + §a8 cos(3t + 30,).

Jika x; dan x, disubstitusikan ke persamaan (2.20), solusi

keseluruhan dengan galat 0 (e?) dapat dinyatakan dalam bentuk
x = agcos(t+ @y) +€ef{a,cos(t+ @) — %xgt sin(t + @y) +
;—ng cos(3t +30,)} + 0(€?).

dengan ay, a;, @y, dan @; merupakan konstanta sembarang yang

dapat dicari dengan menggunakan kondisi batas.

K. Persamaan KdV (Korteweg-de Vries)

Suatu model matematika yang memodelkan suatu
permasalahan fisis tentunya dibangun berdasarkan faktor-faktor
sedemikian rupa sehingga mewakili fenomena tersebut. Asumsi-
asumsi, hukum-hukum kekekalan, persamaan matematika dasar
pijakan dan sebagainya akan mewarnai satu sama lain dalam
memunculkan model matematika baru. Teknik-teknik tak kalah
pentingnya dalam pemodelan untuk memangkas rintangan untuk
mencapai hasil, yaitu model shahih dari suatu gejala fisis dalam alam
semesta. Fenomena gelombang soliton pertama kali diamati oleh
John Scott Russel pada tahun 1834 yang mengamati gelombang
soliter dalam kanal Edinburg-Glasgow. Dia melakukan eksperimen
untuk yang tidak bisa dijelaskan dengan teori gelombang saat itu dan
ini berlangsung hingga tahun 1870. Joseph Valentin Boussinesq pada
tahun 1871 mengakui secara teori tentang gelombang soliton serta
Lord Rayleigh pada tahun 1876. Diederik Johannes Korteweg dan
Gustav de Vries pada tahun 1895 mengutip penyataan Joseph
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Valentin Boussinesq dan Lord Rayleigh hingga lahirlah persamaan
KdV pada tahun tersebut.

Persamaan KdV diperkenalkan pertama kali oleh Korteweg
dan de Vries (1895) ini menggambarkan perambatan satu arah
gelombang air permukaan secara sederhana dan memiliki solusi
yang disebut soliton (Debnath, 2012). Soliton adalah gelombang
soliter yang tetap mempertahankan bentuk dan kecepatannya
setelah terjadi interaksi (tubrukan) dengan gelombang soliter
lainnya atau bahkan dengan gelombang terlokalisasi lainnya (Rosita,
2016). Gelombang air hasil penurunan dari persamaan KdV
merupakan gelombang air dangkal (shallow water waves) dengan
panjang gelombang yang besar (Hereman, 2013).

Persamaan KdV memiliki kelemahan untuk diterapkan pada
laboratorim hidrodinamika karena hanya dapat memodelkan
gelombang dengan bilangan gelombang kecil, sementara kriteria
gelombang yang dibutuhkan pada laboratorium hidrodinamika
adalah gelombang pendek dengan bilangan gelombang besar.
Akan tetapi, gelombang KdV menjadi tidak stabil untuk bilangan
gelombang besar. Arah rambat gelombang dengan bilangan
gelombang besar menunjukkan perambatan gelombang ke arah x-
negatif sehingga bertentangan dengan asumsi bahwa gelombang
merambat satu arah ke x-positif (Myint-U, et. al., 2007) dan sebagai
perbaikan atas kelemahan persamaan KdV tersebut muncul
persamaan KdV eksak yang temukan oleh E. Van Groesen pada
tahun 1998. Persamaan KdV eksak memiliki relasi dispersi dalam

bentuk eksak yang berlaku untuk semua nilai bilangan gelombang
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dan menghasilkan arah perambatan gelombang selalu ke arah x-
positif.

Jauh sebelum ditemukaannya persamaan KdV eksak telah
diusulkan persamaan baru sebagai alternatif untuk mengatasi
kelemahan KdV yang dikenal dengan persamaan Benjamin Bona
Mahony (BBM) (Benjamin, 1972). Persamaan BBM yang
dikemukakan oleh Benjamin, Bona, dan Mahony (1972) ini
merupakan perasamaan yang meggambarkan evolusi gelombang
satu arah dan memiliki solusi berupa soliton sama halnya dengan
persamaan KdV. Namun tidak seperti persamaan KdV, arah rambat
gelombang BBM selalu ke arah x-positif sehingga sesuai dengan
asumsi gelombang satu arah. Hal tersebut yang membuat persmaan
BBM dianggap dapat menjadi alternatif untuk mengatasi kendala
yang muncul pada persamaan KdV. Sementara untuk gelombang
pendek dengan bilangan gelombang besar, gelombang BBM
cenderung tidak merambat sehingga baik bila digunakan sebagai
gelombang awal. Meskipun begitu, belum dapat dipastikan bahwa
persamaan BBM lebih baik dari persamaan KdV (Debnath, 2012).

Penelitian lebih lanjut mengenai persamaan KdV yang telah
dilakukan banyak ahli mengungkapkan bahwa selubung gelombang
KdV berevolusi mengikuti persamaan onlinear chrodinger (NLS).
Persamaan NLS juga menggambarkan evolusi gelombang soliter
tetapi memiliki perbedaan yang signifikan dengan persamaan KdV.
Persamaan KdV menggambarkan gelombang itu sendiri (elevasi
permukaan air) sedangkan persamaan NLS menggambarkan
selubung grup gelombang. Grup gelombang adalah sekumpulan

gelombang lokal yang bergerak dengan kecepatan grup dan
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terbentuk dengan superposisi kumpulan gelombang dengan
frekuensi berpusat di sekitar satu nilai (Karjanto, 2006). Persamaan
NLS memiliki banyak solusi yang menggmbarkan berbagai
fenomena. Satu dari banyaknya solusi eksak NLS yang sering
digunakan dalam pembangkit gelombang ekstrim adalah Soliton on
Finite Background (SFB).

Menurut Karjanto (2006) terdapat dua mekanisme yang dapat
membangkitkan gelombang ekstrim yaitu; linier focusing atau
ketidakstabilan modulasi nonlinier. Ketidakstabilan modulasi
menyebabkan kenaikan amplitudo pada gelombang dan SFB dapat
merepresentasikan  gelombang tipe Benjamin Feir, dimana
gelombang tersebut akan mengalami ketidakstabilan modulasi
(Ramli, et. al, 2017). Teori gelombang linier memprediksi
pertumbuhan eksponensial dari amplitudo gelombang, akan tetapi
ketaklinearan membatasi pertumbuhan eksponensial amplitudo
dan menhambat peristiwa gelombang ekstrim (Karjanto, 2006). SFB
mampu secara lengkap menggambarkan evolusi dari  proses
ketidakstabilan modulasi karena itu penting untuk menyelidiki
karakter dan dinamika sinyal gelombang SFB.

Persamaan KdV merupakan suatu model matematika yang
melukiskan gelombang yang merambat pada permukaan air dangkal.
Tujuan awal dirumuskannya persamaan tersebut adalah untuk
menjelaskan fenomena terbentuknya gelombang air stabil yang
merambat pad suatu kanal yang sangat panjang. Fenomena ini
pertama kali diamati oleh John Scott Russel pada tahun 1844
(Prayitno, 2012). Hal ini menyebabkan perlunya dibangun asumsi-

asumsi logis untuk perairan dangkal. Sebelum kita memasuki
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pembahasan tentang asumsi perairan dangkal yang berkaitan dengan
Persamaan KdV, salah satu dari asumsi ini diaplikasikan untuk
menemukan persamaan ¢y, yaitu persamaan kecepatan gelombang
pada perairan dangkal. Solusi dari persamaan Laplace dapat
digunakan untuk merumuskan frekuensi sudut dari gelombang yang
mana dapat dituliskan dalam bentuk (Dean, 1994):
w? = gk, tgh (k,h). (2.24)
Besarnya kecepatan rambat ¢, yang merujuk kepada
perumusan kecepatan dasar gelombang dapat ditulis dalam bentuk

berikut ini:

w
Co =1 (2.25)

Bila ekspansi Taylor yang berwujud Deret MacLaurin
diterapkan pada tgh (k,h) akan tertuang dalam persamaan di
bawah ini, yaitu:

tgh (kph) = kph — 2 (kyh)” + . (2.26)

Nilai w dari persamaan (2.24) yang dipadukan (2.25) dan (2.26)

serta pengasumsian pada perairan dangkal (u=h/1, K1 atau

(kph)3 ~ 0) maka nilai ¢, akan berbentuk seperti:
co = /gh (2.27)
Persamaan (2.27) muncul dalam persamaan KdV. Untuk lebih
jelasnya, berikut ini adalah beberapa asumsi perairan dangkal yang
dibangun untuk menyederhanakan permasalahan (Ablowitz, 2011),

yaitu:

1. Kedalaman jauh lebih kecil daripada panjang gelombang air yang
merambat dalam perairan tersebut, hal ini bermakna bahwa p =

h/, < 1.
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2. Panjang gelombang dalam arah melintang jauh lebih besar
daripada panjang gelombang dalam arah penjalaran, hal ini dapat
dinyatakan dalam bentuk § = 1,/4, « 1.

3. Gelombang perairan dangkal berwujud gelombang permukaan
dengan amplitudo kecil, hal ini akan menghasilkan magnitude
perbandingan yang berwujud |¢| = a/h < 1.

4. Keseimbangan maksimal dari efek dispersi lemah dan efek
nonlinear lemah dicapai ketika € = p?.

Berbekal asumsi diatas, persamaan nonlinear dari gelombang
pemukaan air dangkal, khususnya KdV diturunkan dengan
menggunakan parameter gangguan dengan ® diekspansikan dengan
efek nonliner sebesar &. Wujud dari ekspansi tersebut dapat
dinyatakan seperti berikut:

D =D, + D, + 2D, + ... (2.28)

Persamaan (2.28) dan persamaan lengkap yang diproses
sedemikian rupa seperti penondimensian, pengabaian suku-suku
kecil, kalkulasi operator diferensial parsial, dan sebagainya, maka
didapat persamaan gelombang nonlinear berikut:

At = Ax = & GAxxxx = 285 A — Ayt (2.29)
dengan A = A(x,t) = ®,. Jika A diekspansikan lagi dengan efek
nonliner sebesar ¢, maka wujud dari ekspansi tersebut akan identik
dengan persamaan (2.27) dan dapat dinyatakan seperti berikut:

A= Ay + A, + €A, + ... (2.30)

Proses matematika yang berwujud substitusi, pemisahan orde,
penggunaan solusi umum persamaan gelombang, pengabaian suku-
suku kecil, penggunaan operator diferensial parsial, asumsi-asumsi

serta pendimensian kembali maka didapat persamaan berikut:
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3¢ 1
2_};)77779( + gCthTIxxx =0 (2'31)

dengan ¢y = ,/gh merupakan kecepatan perambatan gelombang di

Ne + Collx +

perairan dangkal, h menggambarkan kedalaman dari perairan itu

sendiri, sedangkan 1 merupakan simpangan gelombang.
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BAB III
METODE PENELITTIAN

A. Alat dan Bahan Penelitian

Ide utama dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan
solusi  dari model matematika gelombang permukaan, yaitu
Persamaan KdV. Solusi ini didapat dengan cara menggunakan
parameter gangguan dalam bentuk ekspansi asimtotik. Berdasarkan
ide utama penelitian ini tentunya alat dan bahan yang digunakan
tentunya adalah komputer, software Matlab, data HUBRIS dan
jurnal pembanding (Marwan, 2010), dan buku-buku yang tertera di
daftar pustaka.

B. Tempat Penelitian

Penelitian ini direncanakan akan berlangsung selama 5 bulan
yaitu dari bulan Juni 2020 sampai dengan Oktober 2020. Penelitian ini
melibatkan solusi semi analitik orde ke-5 dari ekpansi asimtotik dari
suatu model matematika, yaitu persamaan KdV termodifikasi,
tentunya tempatnya di laboratorium simulasi dan permodelan milik
Universitas Syiah Kuala dan Institut Teknologi Bandung. Selain di
lab juga bisa dimana saja asal memiliki komputer yang mendukung

fasilitas penelitian ini.

C. Variabel Operasional Penelitian

Persamaan parameter gangguan yang menggunakan
ekspansi asimptotik hingga orde ke- 5 untuk elevasi gelombang yang
berbentuk

n= en + €2n, + 33 + ety + s + g + €75 (3.3.1)
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Dengan 7, =a[e®+ e#]+cc, dengan a merupakan
amplitudo gelombang bikromatik dan cc adalah komplek konjugat,
a= (kix — wit) dan f = (k_x — w,t) Sedangkan & menyatakan
perbandingan amplitudo gelombang pada orde satu dengan
kedalaman kolam. Dalam penelitian ini, akan ditelaah perubahan
profil suatu  gelombang selama perambatannya dengan
menggunakan persamaan KdV termodifikasi yang dapat dituliskan
seperti berikut ini

0 + iQ(—id)n + unodyn =0 (3.3.2)

Persamaan (3.3.2) didapati dengan menerapkan cara uni

directionalisation pada persamaan (2.4.8) danu merupakan koefesien
dispersi nonlinier dari medium air. Q merupakan relasi dispersi
linier yang berbentuk Q(k) = k,/tghk/k . Jika persamaan (3.3.1)
disubtitusikan ke persamaan (3.3.2) dan dikelompokkan orde dari &
hingga sampai apada orde ke-5 dapatlah ditulis sebagai

£ @y +I0(~i0)m: + & (0 +iQ(~i0,)mz + umam) +
83(6tr]3 +iQ(=i0)n3 + p[n10xm2 + M20,m]) + 34(at774 +
IQ(=i0)ns + u[M0xnz + M20xm2 + N30, ]) + Es(atns +
IQ(=i0)ns + u[M10xNa + M20xM3 + N30xM; + 1N40xM]) +
0(e) = 0 (3-3.3)

Dengan parameter u merupakan koefesiaen nonlinier yang
bernilai 1,5. Teknik yang digunakan di atas ternyata menghasilkan
resonansi pada orde tinggi ganjil. Untuk itu dilakukan koreksi
terhadap bilangan gelombang melalui teknik pengembangan
Linstead Poincare (Whitham (1974), dengan menuliskan
ki = kyo+ €kyq + €2kyy + 3kyz + ekyy (3.34)
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serta Q(k,) itu sendiri dapat diuraiakan dalam deret Taylor yang

berbentuk :

.Q(ki) = 'Q(kiO) + (Ekil + Ezkiz + ) "Q’(kiO) + (Ekil + Ezkiz +

+)202" (ko) +

Pemaduan 7;, persamaan (3.3.4) dan

persamaan (3.3.3) serta penyelesaian tiap orde yang terbentuk atas

(3.3.5)

(3.3.5) ke dalam

akan menghasilkan solusi semi analitik KdV eksak.

D. Prosudur Penelitian
Penggambaran yang sistematis terhadap penelitian ini tak

disajikan secara detil dengan pencitraan jelas, tapi semuanya proses

dari keseluruhan penelitian ini tergambar melalui skema berikut.

Ekspansi Relasi
Dispersi Linier

'

Input Gelombang
Bikromatik (1)

Resonansi
Dan Side

Eks pansi Elevasi
Gelombang

¥

v

. Persamaan

Pemisaahan Orde

v

l

Eks pansi
Bilangan

i

Input Gelombang
Bikromatik (7,)

é r'\[mllSIS
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BABIV
HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Teknik Pemaduan Persamaan
Pada bagian ini akan diperlihatkan 1n; yang telah
diturunparsialkan terhadap t dan x, persamaan (3.3.4) dan (3.3.5)
disubtitusikan ke dalam persamaan (3.3.3). Hasil subtitusi tersebut
yang telah dipisahkan keordeannya menghasilkan bentuk yang dapat
ditulis dalam bentuk:
& (—iafw, e + wye| + ia[Qkyo)e' + Qlk_g)e® ] + cc’ ) +
52(5mz + iﬂ(—iax)ﬂz + uny 0,y + ia[k+1ﬂ’(k+0)ei“ +
k—19'(k—0)eiﬁ] ) + 53@,,3 + iQ(—iax)ns + wn10,m, +
M20x01] +1a[k3 10" (ko) + ki 2 Q' (kio)]e™™ + ia[k2,Q" (k_o) +
koo Geo)e™®) + & @y + 10(=i0)n, + plmdums +
M20xNz + N30,y | +iak3 Q" (kyo) + 2ky1ki Q" (ki) +
kisQ (kpo)]let + [k3,Q" (k_g) + 2k_1k_,Q" (k_o) +
ks (e )let) + € @ps + (=B s + uli O +
M20xM3 + N30xMz + Madeny] +ia[ky, Q" (ki) +
3k3 k2" (kyo) + (k3o + kyrki3)Q"(kyo) +
kil (kig)]et® + ia[k® Q""" (k_o) + 3k2,k_,Q"" (k_o) +
(kZ, + k_1k_3)Q" (k_o) + k_y Q' (k_o)] ") + £°(ems +
iQ(=i0x)n6 + u(M10xMs +1M20xM4 + 130573 + 040,12 +
N50xm1) + ia{[k3,Q"" (kyo) + 4k 1k 20" (kso) +
(Bky1k3s +3k31ky3)Q" (kyo) + (2kyzkys +
2k 1k 4) Q" (ego) + heys Q' (kyg)]e™™ + [k2,07" (k_o) +
4k3 1 k_ Q""" (k_o) + (Bk_1k?, + 3k2,k_3)Q"" (k_o) +
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(2k_pk_3 + 2k_1k_4)Q" (k_o) + k_sQ'(k_o)]e'*}) +

57(61:777 + iQ(—i0,)n7 + 1 (M10xM6 + M20xMs + M30,M4 +

Na0xn3 + M50tz + N60xm1) + ia {[k$, Q""" (kyo) +

Skiiki Q""" (ko) + [6kE1k3; + 4kiy ksl (ki) +

[k3z + 6kyikyokys + 3kiiky ] (kyo) + [kis + 2kiokyq +

2k 1kss]Q (keo) + kaeQ (kao)le™ + [kE, Q""" (k_o) +

Sk ko Q""" (ko) + [6k2,k2, + 4k3; k_3]Q"" (k_o) +

[k3, + 6k_1k_sk_3 + 3kZ21k_4]Q0" (ko) + [k25 + 2k_sk_4 +

2k_1k_5]Q"(k_¢) + k_sQ' (k_¢)]e?¥}) +0(¢®) = 0

(41.1)

Tanda aksen pada Q menandakan turunan € terhadap
bilangan gelombang k, yang mana orde turunannya sesuai dengan

jumlah tanda aksen, sedangkan cc’ merupakan turunan parsial cc

terhadap x dan t serta i bernilai v—1.

1. Solusi Orde Satu

Persamaan orde ke-1 dari persamaan (3.3.3) tanpa input
gelombang bikromatik dapat dituliskan sebagai berikut :

otny +iQ(—id,)n, =0

dengan 7, = a[ e + "]+ cc merupakan solusi dari persamaan
(4.21). Orde ke 1 dari persamaan (4.1.1) dapat dituliskan dalam
bentuk

—ialwie® + w,e] + ia[Q(ky)e™® + Q(k_g)e?] =0

4.2.2)

Penyelesaian persamaan (4.2.2) dapat menghasilkan relasi
dispersi antara frekuensi sudut dengan bilangan gelombang pada

derajat nol darig, yaitu : 2(k;o)= w; dan 02(k_y) = w,. Kedua
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hubungan tersebut dapat digunakan untuk mencari k., dan k_,
dengan menggunakan sintax fzero di Matlab. Dengan menerapkan
rumus Euler pada n;dapat menghasilkan bentuk trigonometri dari
n,yang dinyatakan dalam formula :

1, = 2a[cos a + cos ] (4.2.3)

Dari persamaan 4.2.3 dapat dilihat bahwa hasil dari 7
setelah diubah ke bentuk geometri hanya mengandung bagian real
saja atau cosinus, sedangkan bagian imajinernya saling meniadakan.
Selanjutnya, persamaan orde ke 1 ini akan digunakan pada orde dua
pada suku yang mengandung n; untuk mendapatkan solusi orde ke
dua. Nilai 7; pada orde satu akan disubstitusikan pada suku yang

mengandung p dan turunan dari 1, itu sendiri.

2. Solusi Orde Dua

Solusi n, dalam penelitian ini diperoleh dari suku persamaan
(4.1.1) yang mengandung & ’ sebagai berikut:

gz(atnz +iQ(=i0,)n, + puny Oy Hiak 1 Q' (kyo)e™+
iak_1Q'(k_o)e®#)=0 (4.3.2)

Untuk menyelesaikan persamaan (4.3.2) di atas agar
mendapatkan solusi ke dua ialah dengan mensubstitusikan bentuk
ekponensial dari orde satu yaitu 7, = a[ e!* + e'#¥]+ cc pada suku
un,0,n;dan menyamakan suku antara ruas kiri dan ruas kanan yang
mengandung unsur e’* dan e’? . Dengan menyamakan ruas kiri dan
ruas kanan tersebut, akan mengahasilkan bilangan gelombang pada
derajat satu dari ¢, yaitu : k;; = 0 dan k_; = 0. Kedua nilai bilangan
gelombang ini akan digunakan untuk menentukan solusi orde kedua.

Dengan menggunakan teknik penyelesaian persamaan deferensial
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parsial nonhomogen dan menyederhanakan suku-suku yang ada
pada 7, dengan cara , maka diperoleh solusi untuk orde ke dua
yaitu:

N, = a?[A1e%% + A,e?B + A;e'@HB) + 4,1 @ P)] + cc

(4.3.3)

Dengan menerapkan rumus Euler untuk menyederhanakan
eksponensial yang mengandung ia dan if pada 7, dapat
menghasilkan bentuk trigonometri dari 7, yang dinyatakan dalam
formula:

N, = 2a?[A; cos 2a + A,cos 2 + Az cos(a + B) + Ascos(a — B)] (4.3.4)

Persamaan (4.3.4) di atas dikenal sebagai bound wave orde
ke-2. Untuk mempertahankan kondisi gelombang bikromatik pada
orde 2, maka harus ada free wave orde ke-2 yang mempunyai
amplitudo dan frekuensi yang sama dengan tiap suku dari pada
bound wave, hanya saja bilangan gelombangnya merupakan Q! dari
tiap sukunya. Bentuk free wave untuk persamaan (4.3.4) dapat ditulis
N2p = 2a*{A; cos(kyx — 2w1t) + Aycos(kyx — 2w,t) + Az cos(ksx —
[witw;y]t) + Aycos(kyx — [wi—wy])t} (4.3.4)

3. Solusi Orde Tiga
Dengan teknik yang sama seperti pada solusi untuk 7,

dengan mengambil suku yang terdapat pada suku persamaan (4.1.1)

yang mengandung & 3, yang mana dapat ditulis

03 + iQ(—i0,)ns + u(n10xm2 + 0xn2) +HalkF1 Q" (kyo) +
k2, (kyo)let@+ dalk_; Q" (k_o) + k_0" (k_o)]e*=0
44.1)
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Dengan menggunakan nilai-nilai yang diperoleh dari solusi
elevasi () orde sebelelumnya k.; = 0, n; dan n, yang disubtitusikan
ke dalam persamaan (4.4.1) dan menyamakan kedua ruas yang
mengandung unsur e!* dan e akan diperoleh k,,. Suku yang
mengandung unsur u dan 7 baik 7; maupun 7, yang diperoleh pada
orde sebelumnya digunakan kembali dengan mensubstitusikan ke
dalam persamaan (4.4.1) untuk mendapatkan solusi dari orde 3.
Sedangkan suku yang mengandung unsur e!* dan e dengan
menyamakan kedua ruas tadi akan menghasilkan bilangan
gelombang k;, pada orde ketiga. Adapun bilangan gelombang
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
a’u(Arz + Az + Akyo

kay = —
2 Q' (ko)
(442)
ki = Fiokyo
a’u(Ay, + Az +A,)
F1,2 = - ]
Q' (ko)

A; dalam persamaan (4.4.2) digunakan untuk penentuan k.,
sedangkan A, untuk penentuan k_, dan nilai k., dapat mereduksi
suku e* dan e dari n;. Solusi n; diperoleh dengan teknik
penyelesaian persamaan diferensial parsial nonhomogen seperti pada
orde ke-2 dan dapat dinyatakan sebagai berikut:

N5 = a3[Bye3® + Bye3i + ByelCa+h) 4 B ei(@+2h) 4
Bse!*=P) 4+ Bel(@=2B) 1+ c (4.4.3)

Adapun nilai B; B, B3 B, Bsdan B;  diperoleh dengan
menyederhanakan suku-suku yang ada pada orde 3 vyang
mengandung nilai A. Dengan menggunakan rumus euler pada solusi

orde ketiga untuk menyederhanakan bentuk eksponensial ke dalam
53



bentuk trigonometri seperti pada orde dua, diperoleh persamaan
sebagai berikut:
N3 = 2a3[B; cos3a + B,cos 38 + B; cos(2a + )
+ Bycos(a + 2B) + Bscos(2a — f8) +Bg cos(a — 2[3)]
@444)

Selanjutnya, persamaan gelombang free wave untuk orde 3

yang diperoleh dari persamaan (4.4.4) di atas diperoleh dengan cara
yang sama seperti gelombang free wave orde ke-2, indeks k mengikuti
nilai indeks dari orde-orde sebelumnya. Persamaan tersebut dapat
ditulis sebagai berikut:
N3 = 2a*{B; cos(ksx — 3w;t) + Bycos(kex — 3w,t) + Bs cos(k,x —
[2wi+w;,]t) + Bycos(kgx — [wi+2w,])t + Bs cos(kox — [2w1—w,]t) +
Bgcos(kiox — [w1—2wq])t} (4.3.4)

Adapun solusi orde tiga ini akan digunakan untuk

mendapatkan solusi dari orde selanjutnya yaitu orde empat.

4. Solusi Orde Empat
Adapun solusi untuk orde 4 ini diperoleh dengan cara yang

sama seperti pada orde 3 yaitu mengambil suku yang mengandung

unsur € dari persamaan (4.1.1). Dengan teknik yang sama seperti
pada solusi untuk 73, dapat dituliskan dalam bentuk sebagi berikut:
0eng + 1Q(=10:)N4 + u(110xm3 + 120,12 +
130x11) Hialk$ Q" (kyo) + 2ky1k1,Q" (ki) +
ki1 (kyo)e @ +[k3,Q7" (k_o) + 2k_1k_,Q" (k_o) + k_1Q'(k_o)]e#=0
(45.1)
Untuk mendapatkan solusi dari orde empat, terlebih dahulu

unsur-unsur dari suku (9,0,n3 +120,n, +130,n1) disubstitusikan
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dan diselesaikan dengan cara menyatukan unsur-unsur yang
mengandung eksponen yang sama. Setelah disatukan setiap suku
yang memiliki pangkat yang sama, kemudian memeriksa suku yang
mengandung unsur e* dan e’ dari suku-suku tersebut yang
kemudian disubstitusikan pada persamaan (4.5.1) dan akan
digunakan untuk mencari bilangan gelombang k.; pada orde empat.
Namun, suku p(n,0,n3 + 1,0, + n30,n1) ketika disubtitusikan ke
persamaan (4.5.1) tak menghasilkan unsur e!* dan e’?, hal ini
menyebabkan k;; = 0. Disamping itu juga ki; = 0 sehingga suku-
suku yang mengandung (2 dan turunannya tereduksi dari persamaan
(4.5.1) dan solusin, diperoleh

Na = a*[Cre*® + C,e?* + C3e*F + C,e?P + C5elBr+h) +
Coel@a+2B) 4, el@+3B) 4 Cpl@th) 4 CopiBa=P) 4 ¢, oia-28) 4
C11e' @3B + C1,e' @B ] + cc (4.5.2)

Kemudian, persamaan (4.5.2) di atas disederhanakan kembali
dengan menggunakan rumus euler untuk mengubah bentuk
eksponensial yang terdapat pada setiap sukunya menjadi bentuk
cosinus. Adapun bentuk sederhana 7, yang berwujud trigonometri
dapat dituliskan dalam bentuk seperti dibawah ini:

N4 = 2a*[C; cos 4a + Cycos2a + C3cos4f + Cycos 2 +
Cs cos(3a + B) + C4 cos(2a + 2B) + C;cos(a + 38) + Cgcos(a + B) +
Cocos(3a — B) + Cypcos(2a — 2B) + Cy1cos(a —3B)] +C;5 cos(a — B)]
(4.53)
Persamaan free wave dari (4.5.4) di atas diperoleh dengan cara yang
sama seperti free wave orde ke-2 dan dapat ditulis

Nar = 2a*{C; cos(k11x — 4w t) + C; cos(kyx — 2w4t) +

Czcos(kyzx — 4w,t) + C4cos(kigx — 2w,t) + Cscos(kisx —
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[Bw;+w;z]t) + Cg cos(kiex — [2w1+2w,]t) + C7cos(ky7x —
[wi43w;]t) + Cgcos(kigx — [w1+w,])t + Cy cos(ki9x — [Bwi—w,]t) +
Cig cos(kyox — [2w1—2w,]t) + C11 cos(ky1x — [wy—3w,]t) +
C12c08(kyox — [w—w,])t} (4.5.4)

5. Solusi Orde 5
Solusi Orde ke-5 diperoleh dari suku yang mengandung

& Spada persamaan (4.1.1). Bentuk eksponensial dari n4, 13, 13, dann,
yang telah diperoleh pada orde-orde sebelumnya akan disubtitusikan
ke persamaan (4.1.1) dan disatukan unsur-unsur yang memiliki
pangkan eksponen yang sama dapat  menghasilkan solusi

eksponensial orde ke-5 (ns). Persamaan (4.1.1) yang mengandung

& 5dapa’c dituliskan dalam bentuk dibawah ini :
0cns + U(=i0x)N5 + U(10x74 +1a0xns + N20x73 +130,M2) +
ialki; Q" (kso) + 3ki1k2Q" (kio) + (kiz +
ki1ky3) Q" (kio) + kiaQ' (kio)]e'® +ialk?, Q" (k_o) +
3k2,k 50" (k_g) + (K2, + k_1k_3)Q" (k_o) + k_,Q'(k_g)] e# =
0(4.6.1)

Untuk mendapatkan solusi dari orde 5 maka terlebih dahulu
mensubstitusikan setiap suku dan bilangaan gelombang dari solusi
orde-orde sebelumnya. Untuk mendapatkan nilai bilangan
gelombang orde ke-5, yaitu mengambil suku yang memiliki pangkat
e!® dan e# dan menyamakan rusa kiri dan ruas kanan. Kemudian
mensubstitusikan nilai bilangan gelombang dari orde sebelumnya ke
dalam suku yang mengandung unsur bilangan gelombang. Adapun
nilai k;; =0 beserta ki3 =0 yang diperoleh dari solusi orde

sebelumnya jika disubtitusikan ke persamaan diatas akan
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menyisakan suku yang mengandung unsur e'* dan e# yaitu (k2, +

ky1ky3)Q (kyo)e'® dan (k2 + k_1k_3)Q"(k_o)e? pada unsur

koreksi bilangan gelombang. Seperti halnya orde ganjil sebelumnya

orde ke-5 juga mengalami resonasi, koreksi terhadap bilangan

gelombang pada orde ini dapat menghsilkan k., yang berbentuk :
kiy =

4 [A1By3+ABy2+As 4Be+A3Bs 4+ Ay 1Bs+Cp 4 +Cr+Cip kpo+k3, Q" (Kyo)]
—a*u (ko) 4.6.2)

Kiq = F3kyo + FikZ,
k_y = Fsk_o+ Fgk?,
Adapun nilai dari F3, F,, F5, dan Fg dapat dilihat dibwah ini:
[A1By + AyBy + AyBg + A3B3 + AyBs + C, + C; + Cy5]
Q' (k+o)
Q”(k+0)
ST
[A1B3 + A,B, + AyBg + A3By + A1Bs + C4 + C; + Cy5]
Q' (k-o)
Q" (k-o)
Q' (k-o)

F;=—a*u

Fs = —a*u

F6 = _a4ll

Koefesien A, B, dan C dengan subkrit yang terdiri dari 2
angka berkoma, mencirikan penentuan k., untuk angka pertama dan
angka kedua untuk k_, . suku-suku dari ny, n,, 73, dan n, yang
disubstitusikan pada orde 5 diturunkan dengan teknik turunan
parsial nonhomogen dan disederhanakan dengan menyatukan setiap
suku yang memiliki eksponen yang sama. Setelah suku-suku 7,, 1,
n3, dan n,, diturunparsialkan terhadap x, disubstitusikan ke
persamaan (4.6.1) dan setelah disederhanakan dapat menghasilkan

solusi eksponensial 75 yang berbentuk persamaan dibawah ini, yaitu:
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ns = a®[D,e5* + D,e3% + Dye>F + D,e3F + Doeldat+h) 4
DgelBa+2B) 4 p oia+3p) 4 p oi(2a+B) 4 P pila+af) 4
Dyoei@+2B) 4 D eita=F) 4 D, oiBa=28) 4, oi(2a=36) 4
D;,e!?a=P) 4 D, ei@4B) 4 D, ei@2B) ] + ¢

Sama halnya dengan orde-orde sebelumnya, penyederhanaan
solusi orde ke-5 dengan menggunakan Rumus Euler yaitu mengubah
bentuk eksponensial ke dalam bentuk trigonometri yang
menghasilkan cosinus dapat dituliskan sebagai berikut:

ns = 2a°[D; cos 5a + D,cos 3a + D5 cos 5 + D,ycos 3
+ D5 cos(4a + )
+ Dg cos(3a + 2f8) + D, cos(2a + 3B)
+ Dg cos(2a + ) + Dy cos(a + 43)
+ Dy cos(a + 2B) + Dy4 cos (4a — )
+ Dy, cos(3a — 23)
+ D3 cos(2a — 3B) +Dy4 cos(2a — B)
+ D;5 cos(a — 4) + Dy cos(a — 28)]

(4.6.4)

Persamaan gelombang free wave dari (4.5.4) di atas diperoleh
dengan cara yang sama seperti free wave orde-orde sebelumnya dan
dapat ditulis

Nsg = 2a°{D; cos(ky3x — Sw1t) + Dy cos(kyax — 3wqt) +
D5cos(kysx — S5w,t) + Dycos(kyex — 3w,t) + Dg cos(kyyx —
[4w,+w3]t) + Dg cos(kygx — [Bwi+2w,]t) + D7 cos(kyox —
[2w14+3w;]t) + Dg cos(kzox — [2wq+w;|t) + Dg cos(kz1x —
[w1+4w;,]t) + Dygcos(kzrx — [wy+w,])t + Diq cos(kzzx —
[4w1—w,]t) + D5 cos(kzax — [3wi—2w,|t) + Dy3 cos(kzsx —
[2w1—3w;,]t) + Dy4 cos(kzgx — [2w1—wy]t) + D5 cos(kz,x —
[w1—4w,]t) + Digcos(kzgx — [w1—2w,])t}
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Dengan demikian, solusi semi analitik persamaan KdV
hingga orde kelima dengan ¢ = 1, dapat dinyatakan sebagai :
n= M+ z=n2p)+ M3=N3p) + (N4 —7ap) + (15 = Nsp)
(4.6.6)

6. Solusi Orde Enam
Adapun solusi untuk orde 6 ini diperoleh dengan cara yang

sama seperti pada orde-orde sebelumnya yaitu mengambil suku

yang mengandung unsur & ° dari persamaan (4.1.1). Dengan teknik
yang sama seperti pada solusi untuk orde sebelumnya, dapat
dituliskan dalam bentuk sebagai berikut:

£8(0ime + iQ(=i0 )N + (105 + 120xN4 + 130573 +
N40xMy + N50,71) + iaf[k3 Q""" (ko) + 4k3 1k s Q""" (kyo) +
Bky1kd, +3k21k13)Q" (ko) + Rkyokys + 2k i1k 0)Q" (kyo) +
kysQ (kyo)]el® + [k2,Q7" (ko) + 4k3 1k, Q0" (k_o) + (Bk_1k?, +
3k21k_3)Q"" (k_o) + (2k_2k_3 + 2k_1k_,)Q" (k_o) +
k_sQ'(k_o)]e?}) =0 4.7.1)

Adapun persamaan (4.7.1) tersebut akan disederhanakan
untuk mendapatkan solusi orde ke-6. Bentuk n4,1,,13,14,15 pada
persamaan (4.1.1) yang terkandung dalam e,akan menghasilkan
solusi orde ke-enam. Suku-suku yang diperoleh dari solusi orde-orde
sebelumnya disubstitusikan ke dalam 14,7,,13,14,danns dan
disederhanakan dengan menyamatukan setiap suku yang memiliki
pangkat yang sama. Setelah disatukan setiap suku yang memiliki
pangkat yang sama, kemudian memeriksa suku yang mengandung
unsur e!* dan e dari suku-suku tersebut yang kemudian

disubstitusikan pada persamaan (4.7.1) dan akan digunakan untuk
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mencari bilangan gelombang k.3 pada orde empat. Namun, suku
uM10xns +n20,n, +130,1;) ketika disubtitusikan ke persamaan
(4.7.1) tak menghasilkan unsur e! dan e‘, hal ini menyebabkan
kis = 0. Disamping itu juga k4+; =0 dan k43 = 0 sehingga suku-
suku yang mengandung (2 dan turunannya tereduksi dari persamaan
(4.7.1) dan solusin, diperoleh sebagai berikut:

Ne = a°[E1e%® + E,e*® + E;e?® + E,e%F + E.e*f + Ege?f +
E7ei(5a+[3) + Egei(4a+2/3) + Egei(3a+3/3) + Eloei(3a+/3) + Ellei(2a+4ﬁ) +
E,elCa+2B) 4 f oi(@+sh) 4 g oi(@+3f) L | oi@th) 4 | oi5a—p) 4
E,,ei®a=2B) L | oiBa=3p) y  oiBa-p) 4 F pi2a-4B) |

E21ei(2a—2ﬁ) + Ezzei(a—sﬁ) + E23ei(a—3ﬁ) + E24ei(a—ﬁ) 4

cc 4.7.2)

Persamaan (4.7.2) di atas disederhanakan kembali
menggunakan Rumus Euler. Dengan menerapkan rumus euler pada
ne, menghasilkan bentuk trigonometri sebagai berikut:

Ne = 2a®[Ejcosba + E,cos4a + Escos2a + E,cos6f + Escos4p
+ Egcos2f + E; cos(5a + B) + Eg cos(4a + 2p3)
+ Eycos(3a + 3B) + E;p cos(3a + )
+ E;1 cos(2a + 4pB) + E;, cos(a + 28)
+ E;3 cos(a + 5B) + E14 cos(a + 3B) + E;5 cos(a + f8)
+ E;¢ cos(5a — B) + E;5 cos(4a — 2[3)
+ E;g cos(3a — 3pB)
+ Ejgcos(3a — B) + Eyp cos(2a — 4pB)
+ E5, cos(2a — 2B) + E,, cos(a — 58)
+ E,3 cos(a — 3B) + Eyucos(a — )
(4.7.3)
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Persamaan free wave untuk solusi orde enam dari persamaan
(4.7.3), diperoleh dengan cara yang sama seperti pada orde ke dua
dan ke empat, dapat ditulis sebagai berikut:
Ner = 2a°{E; cos(kzox — 6w;t) + E; cos(kyox — 4wyt) + E3 cos(kyqx —
2w1t) + E4 cos(kypx — 6w,t) + Es cos(kysx — 4wyt) + Eg cos(kyax —
2wyt) + Eycos(kysx — [Swq + wy]t) + Egcos(kyex — [4w, + 2w,]t) +
Eqcos(ky7x — [3wq + 3w,]t) + Ejgcos(kygx — [3wq + w,]t) +
Ejicos(kagx — [2wq + 4w, |t) + E1pcos(ksox — [2w4 + 2w, ]E) +
Ei3cos(ksix — [wq + 5w, ]t)} + Ejacos(ksx — [wy + 3w, ]t) +
Eiscos(kszx — [w1 + wy]t) + E1gcos(ksax — [Swq — w,]t) +
Ei7cos(kssx — [4wy — 2w, ]t) + Ejgcos(ksex — [3wq — 3w, ]t) +
Ei9cos(ksyx — [Bwq — w,]t) + Eygcos(ksgx — [2wq — 4w, ]t) +
Ejicos(ksox — [2w1 — 2w, |t) + Eypcos(kgox — [wq — 5w, ]t) +
Ey3c08(ke1x — [w1 — 3w3]t) + Ez4c08(kerzx — [w1 — w2 ]t)}

(4.7.4)

7. Solusi Orde Tujuh

Solusi Orde ke-7 diperoleh dari suku yang mengandung
& 7pada persamaan (4.1.1). Bentuk eksponensial dari 4, 175, 13, 74 dan
ns yang telah diperoleh pada orde-orde sebelumnya akan
disubtitusikan ke persamaan (4.1.1) dan disatukan unsur-unsur yang
memiliki pangkan eksponen yang sama dapat menghasilkan solusi

eksponensial orde ke-5 (15). Persamaan (4.1.1) yang mengandung

& 5dapat dituliskan dalam bentuk dibawah ini :

e7(0en7 + 1Q(=i0,)n7 + 1 (N10xM6 + N20xMs + NM30,Ns + M40 +
Ns0xM2 + Ne0xn1) +ia {[kS1Q""" (kyo) + Ski1k2Q"" (kyo) +
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[6kZ,k3, + 4k3 kyslQ"" (kyo) + [k, + 6kyikyokys +

3k31kyalQ" (ko) + [k35 + 2kiokyy + 2kyqkys]Q" (kyo) +

kiQ (kyo)le™ +[kS,Q"""" (k_o) + Sk k_,Q""" (k_o) + [6k2,k2, +
413 k3]0 (o) + k3, + 6k_1k_ok_s + 3k2.k_4]0" (kyo)

+[k25 + 2k_sk_s + 2k_1k_s1Q" (k_o) + k_Q (k_o)]e'¥}) =0

(4.8.1)

Untuk mendapatkan solusi dari orde 7 maka terlebih dahulu
mensubstitusikan setiap suku dan bilangaan gelombang dari solusi
orde-orde sebelumnya pada persamaan (4.8.1). Untuk mendapatkan
nilai bilangan gelombang orde ke-5 adalah dengan cara mengambil
suku yang memiliki pangkat e'* dan e’ dan menyamakan rusa kiri
dan ruas kanan. Kemudian mensubstitusikan nilai bilangan
gelombang dari orde sebelumnya ke dalam suku yang mengandung
unsur bilangan gelombang. Adapun nilai k;; = 0 beserta ki3 =0
yang diperoleh dari solusi orde sebelumnya jika disubtitusikan ke
persamaan diatas akan menyisakan (k%, + ky1k,3)Q" (kyo)e™® dan
(k%, + k_1k_3)Q" (k_¢)e'? pada unsur koreksi bilangan gelombang.
Seperti halnya orde ganjil sebelumnya orde yaitu orde 3 dan orde 5,
orde ke-7 juga mengalami resonasi, koreksi terhadap bilangan
gelombang pada orde ini dapat menghsilkan k.4 yang berbentuk :
kie = Frkyo+ Fgk3, + Fok ok, 4

(4.8.2)

Dengan nilai F;, Fg, dan Fy dapat dilihat di bawah ini Fg =

[A2D16 +AsDy;+AgD1ogtA78+AgD14+B1Cy+B;C11+B3C30+tB4C16+B5C4+BgCy+B;C1+BgC;+BgCs+B.
6

_ Es+E;s+Eo,
ai Qr(Kyo)
_ 6, 0" (ko) _ __6,,2[9"(kso)]
» Fo = —atu oy dan Fo = =@t u=gr ) e

62



Adapun nilai dari k_g adalah sebagai berikut:
k_e = Fiok_o+ Fi1k3, + Fiok_2k_4
(4.8.3)
Dengan nilai Fy g, F;1, dan F;, dapat dilihat di bawah ini

Fio=

[A1D30+A4D32+A5D8+A6D4+A7D10+31C21+BZC16+33C14+B4C20+BSC22+36C23+B7C5+BSC3+39C6
+Eg+E 5+E
—a6,u 6TE15Th4g
Qr(K_g)

[Q’”(k—o)] _ .6 Z[Q”(k—o)]
Wiy 90 Frz = —aPu=g 7

Nilai F;, Fg, Fy Fio, F11, dan F;, di atas diperoleh setelah

,Fi1 = —a6ﬂ

menyederhanakan suku-suku yang mengandung unsur e* dan e‘f.
Adapun unsur-unsur yang terdapat F,, Fg, Fg Fyo, F11, dan F;, adalah
unsur-unsur dari solusi orde-orde sebelumnya.

Setelah mendapatkan nilai dari bilangan gelombang pada
orde 7, suku-suku yang telah diturunkan secara parsial terhadap x
disatukan suku-suku yang memiliki pangkat yang sama. Setelah
menyatukan unsur-unsur dari setiap suku yang memiliki pangkat
yang sama, kemudian mensubstitusikan ke dalam persamaan (4.8.1),
dan setelah disederhanakan dapat menghasilkan solusi orde tujuh
yang dapat dituliskan sebagai berikut:
n, = a’Vie” + a’V,e5% + a’Vye3@ + a’V,e7F 4 a”VieSh +
a’Vge3iP + a7V, ei6a+B) 4 g7V, ei(5a+2B) 4 g7y, pi(4a+3p) 4
a7V, e atB) 4 g7y, eiBa+aB) 4 g7y, @iBat2B) 4 g7y, eia+sp) 4
a7V, el2a+38)  q7V, eiCatB) 4 g7y, @iCatB) 4 g7V, el (@+6f) 4
a7V, @H4B) 4 g7y, el(@+2B) 4 g7y, oi6a=B) 4 g7y, oi(5a-26) 4
a7V, e4a=3B) 4 q7V,,el(4a=B) 4 g7V, iBa=4B) 4 q7V, ,0i(3a-28) 4
a7V,el2a=5B) 4 g7V, ei(2a=3B) 4 q7V, olRa=F) 4 g7V, i(@=68) 4
a’Vyoe!@ 4B 4+ a7V et @B + cc (4.84)
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Penyederhanaan persamaan (4.8.4) dengan menggunakan
rumus euler menghasilkan bentuk trigonometri sebagai berikut:
Ny = 2a’[Vycos7a + Vycos5a + Vicos3a + Vycos7pB + Vscos5p +
Vscos3B + V; cos(6a + ) + Vg cos(5a + 28) + Vy cos(4a + 3B) +
Vio cos(4a + B) + V41 cos(3a + 4B) + V4, cos(3a + 2B) + Vi3 cos(La +
58) + V4 cos(2a + 3B) + Vi5 cos(2a + B) + V46 cos(a + 6f) +
Vi7cos(a +4B) +Vigcos(a + 2B) + Vigcos(6a — B) + V5, cos(5a —
2B) + Vyq cos(4a — 3B) + Voycos(4a — B) +Vo3 cos(3a — 4p8) +
Va4 cos(3a — 28) + Vo5 cos(2a — 58) + Vyg cos(2a — 3B) +
V37 cos(Qa — B) + Vog cos(a — 6f) + Vo cos(a — 4B) + Vigcos(a — 28)]

(4.8.5)
Persamaan gelombang free wave dari (4.8.4) diperoleh dengan cara
yang sama seperti free wave pada orde-orde sebelumnya dan dapat
ditulis sebagai berikut:
N7 = 2a’{V; cos(kezx — 7w t) + V, cos(keax — S5w1t) + V3 cos(kesx —
Bwqt) + Vy cos(kegex — 7wyt) + Vi cos(kgrx — Swoyt) + Vg cos(kggx —
Bwyt) + Vocos(kgox — [6w + w,]t) + Vgcos(kyox — [Swq + 2w, ]t) +
Vocos(ky1x — [4w, + 3w, ]t) + Vigcos(kyx — [4wq + w,]t) +
Vi1cos(k73x — [Bwy + 4w, ]t) + Vigcos(kyax — [Bwq + 2w,]t) +
Viscos(kssx — [2wq + 5w, ]t)} + Viscos(kr6x — [2wq + 3w, ]t) +
Viscos(k;7x — [2wq + w;]t) + Vigcos(ksgx — [wq + 6w, ]t) +
Vi7;cos(k79x — [wq + 4w, ]t) + Vigcos(kgox — [wy + 2w, ]E) +
Vigcos(kgix — [6wy — wy]t) + Vygcos(kgrx — [Swq — 2w, ]t) +
V,1cos(kgzx — [4w, — 3w, ]t) + Voycos(kgax — [4wq — w,]t) +
V,3c0s(kgsx — [3w, — 4w, |t) + Voyucos(kgex — [3wq — 2w, ]t) +
Vyscos(kgrx — [2w1 — 5w, ]t) + Vogcos(kggx — [2wq — 3w, ]t) +
Vy7c08(kgox — [2w1 — w5 ]t) + Vogcos(kgox — [wq — 6w, ]t) +
Va29c0s(kg1x — [w1 — 4w, ]t) + Vzgcos(koyx — [w1 — 2w, ]t)}
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(4.8.6)
Dengan demikian, solusi semi analitik untuk persamaan KDV

solusi orde ke-7 dengan ¢ = 1, dapat dinyatakan sebagai berikut:

n=n1+ 2 —2p) + (13 = 135) + (4 = 1ag) + (s — 7sy)
+ (n6 —6r) + (n7 = 17¢)

(4.8.7)
Hasil Plot Matlab untuk maximal temporal amplitude (MTA)
untuk 7, baik untuk setengah priode pemuncakan dan seperempat

priode pemuncakan berbentuk :

15 T T T T T

A |

-15

0 100 200 300 400 500 600

Gambar 4.1 grafik MTA dengan panjang kolam 100 m
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15 T T T T T

10

0 100 200 300 400 500 600

Gambar 4.2 Grafik MTA dengan panjang kolam 100 m
Dari gambar 4.2 terlihat bahwa pemuncakan gelombang
tertinggiuntuk pertama kalinya terletak pada x .. = 110 m dengan FAA
sebesar 2,7478 x, sehingga sesuatu seperti Dean (1990) dan Kjeldsen (1984)

B. Resonansi Dan Side Band

Interaksi yang terjadi pada suku-suku dalam persamaan orde
ganjil seperti 110,M,, 120,M1, N20xN3, N40,7;, dan sebagainya dapat
menghasilkan solusi khusus yang mengandung suku e‘* dan e‘f .
suku-suku ini tersebar dalam solusi orde 3 an orde 5, yang mana
frekwensi sudutnya dari gelombangnya sama degan frekwemsi
gelombang orde 1. Kesamaan frekwensi ini dapat menghasilkan
resonansi antara gelombang input dengan gelombang hasil

ketakliniearan medium air. Resonansi ini dapat menghasilkan
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defomasi terhadap pembentukan gelombang ekstrim. untuk
menghindari resonansi ini dilakukanlah ekspansi bilangan gelombang
seperti yang tertera dalam BAB III. Keuntungannya dari suku-suku
resonansi tersebut setelah dicocokan pangkat e untuk tiap orde bisa
digunakan mendapatkan k., k_,, k1,4, dan k_, yang berguna untuk
penentuan k;, dan k_ sehingga nilai eta (1) diperoleh dalam
persammaan fungsi posisi dan waktu.

Orde-orde ganjil ditemukan suku-suku yang frekwensinya
berdekatan dengan frekwensi gelombang dari orde 1 untuk solusi
orde 3. Suku dengan sudut fase gelombang i(2a—pf) yang
berdekatan frekwensinya dengan suku ia (frekwensi sudutnya w;)
sebesar Af (Af = [wi- w,]/2n= 0,05 Hz] sedangkan suku i(2f — @)
berdekatan frekwensinya dengan if (frekwensi sudutnya w,) sebesar
Af juga. Untuk orde 5 suku i(3a —2p) berdekatan frekwensinya
dengan yang memiliki sudut fase i(a — 2f8) pada orde 3 sebesar Af
dan 2 Afdengan suku memiliki sudut fase ia pada orde 1, sedangkan
untuk orde 5 suku i(2a —p) beresonansi dengan suku yang
memiliki sudut fase i(2a —f) pada orde 3 dan berdekatan
frekwensinya Af yang memiliki sudut fase ia pada orde 1. Suku
pada orde 5 dengan sudut fase i(3f — 2a) berdekatan frekwensinya
dengan yang memiliki sudut fase i(2 — a) pada orde 3 sebesar Af
dan 2 Af yang memiliki sudut fase if pada orde 1, sedangkan untuk
orde 5 suku i(2f8 — a) beresonansi dengan suku yang memiliki sudut
fase i(2f — @) pada orde 3 dan berdekatan frekwensinya Af yang
memiliki sudut fase iff pada orde 1.keberadaan suku side band ini

akan menghasilkan perpaduan gelombang pada berbagai orde dan
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menghasilkan sel pengumpulan energi. Sel pengumpulan energi

inilah yang menjadi alasan kuat terbentuknya gelombang soliton.

C. Tabel Koefesien Dan Bilangan Gelombang

Solusi orde ke-2 hingga orde ke-7 yang tertera pada sub BAB
sebelumnya memiliki koefesien yang didapatkan dari penentuan
solusi Persamaan KdV dengan menggunakan Teori Gangguan. Solusi
eksponensial maupun solusi bentuk triginometri untuk bound wave
dan free wave koefesien tiap ordenya tertera pada tabel 4.1. bilangan
gelombang free wave yang diperoleh dengan menerapkan fungsi
invers dari operator pseudodiferensial (~'tertera pada tabel 4.2.

kedua tabel tersebut disajikan dalam sub BAB ini.
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Tabel 4.1 koefesien dari solusi setiap orde

No Orde Koefesien
Solusi
1 2 = kio
ﬂ (2(1)1 ﬂ(2k+0))
_ ko-
cH (2 - 02k_ 0))
- (ko +k_o) )
(w1+ w2y — 2(ko++ k_o)
= (ko= k_o) )
(01— w2y — 2(ko+—k_o)
2 3 = A1[3k40]

Ay [3k_o] )
3w, — 2 (3k_g)

A1+ A3] 2k+0+k 0] )
Q2w+ wz) = 2 (2kyotk_g)

u

(
(
4 (o - a o)
o e
u(
(

[A2+ A3llkyo+2k_o] )
(w1+2wp) — 2 (k4g+2k_g)
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Bs = (At tllzhianin) )

Bs =y ((wl[fzzz,:f]_[ I;+f,<_+20k__£c_o))

€y = (Pl ] )

C; = (Mot 2 BallBhea)

Cy = (Pelthl it )

mn ()

Cs = (gt Bt k)

Co =1 ([AlAz +B3+ B4][2ky0+2 k-0]+A§["+°+k‘°])
Qwi+2 wy) — 2 (2k,o+ 2k_g)

R e Trowes: )
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Cg

" ([A1A4+A2A4+33+ By] [k4o+ k—o])
[w1+ wz] — 2 (kyo+k—o)

Co

([A1A4+B1+ Bs][3k4o- k—o])
‘u' (3(1)1— wz) -0 (3k+0— k_o)

C.n = (A1A2+Bs+ Bell2kyo—2k o1+ A5 kso—k-o]
10 7H w12 wg) — 2 Zkyo— 2k_g)

Cqii = ([A2A4+32+ Bellk+0—3 k-o])
11 (wl— 30)2) -0 (3k+0— k_o)

[A143+A4243+B5+ Bg] [kio— k—o])

C]_Z - Il ( ((Dl— wz) -0 (k+0—k_0)

— [A1B1+C1](5k40]
Dy _”( 5wq — 2 (5kyg) )

_ [A385+A4B3+ C1+ C2+ Cs+Cg][3k+0]
b, = ”( 3w; — 2 (3kyg) )
_, ([A2B3+C3](5k_¢]
Ds ( 5wy — 2 (5k_g) )

D _ ([A336+A4B4+ C3+ Cy+ (:8+(:11][3k—0])
4 =H 3w, — 2 3k_g)

De = ([A133+A331+ Ci+ Cs][4-k+0+k_0])
> (4021 + wp)— 0 (4k4o+k_o])
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D _ ([A134+A231+A383+ Cs+ C6][3k+0+2k_0])
6 (Bw1+ 202)— 2 3kyo+2k_o])

D7=

([A132+A283+A3B4+ Ce+ Cg][2k+0+3k_0])
(20)1+ 30)2)— 0 (2k+0+3k_0])

D. = ([A285+A431+A4B4+C2+ Cs+ Cg+ C7][2k+0+k_0])
8= H 2w1+ wg)- 2 2kyo+k_o])

Do = ([A234+A332+ Cs+ Cs][k+0+4k-0])
2 (@1+4 02)— 2 (ko +4k_g])

D A1Bg+Ay4By+A4B3+Cy+ Cg+ C7+ Cg][k+0+2k_0])
10 =

(w1+2 w2)— 2 (kyo+2k—o])

[A135+A4Bl+ Cq+ Cg] [4-k+(]—k_0])

T G- 0 2 (dkyo—k_o])

D1z =u Bwi-2w2)- @ Bkyo—2k_g])

D13

u [A1B2+A43B5+A44Bg+ C1ot+ C11][2k+0—3k—0])

2w1-3wz)— 2 (2k;9—3k_g])

u(
(
([asBetaaby Ao Co+ Cualiskio-2i))
(
10 =

[A233+A331+A3B6+(:2+ C9+ C1o+ 612][2k+0—k_0])
Qw1—w2)— 2 (2kyo—k_o])

72




Do = ([A236+A432+ C3+ C11][k+0—4k—0])
15 (w1—4 wz)— 0 (k+0—4-k_0])

D.. = ([A1B4+A332+A335+C4+ Ciot+ C11t C12][k+0—2k—0])
16 (@1-2 02)- 2 (kyo—2ko])

E [41C1+ Dy][6k.o]+[ B1[3k+0]
17 6w1— 2 (6kyg)
2 41— 2 (4kyq)

E _ ([A2C10+A3C12+A4C8+A3C1+A6C6+ A7C5+AgCo+ByBg+Do+ Dy+ Dg][2k+0])
3 7H 201— 2 (2k4q)

E, = [A2C3+ D3][6k_o]+| B31[3k_o]
4 =H 6wz— 2 (6k_g)

E _ ([A2C4+A3CZ3+ABC7+B4312+ D3+ D4+ D9+D31 [4k 0])
5 7H 4w,— 2 (4k_g)
6 2w,— 2 (2k_g)

E; =u

(Bbwqi+wy)— ﬂ(5k+0+K 0)
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Eq =u [A1C6+ApC1+A3C5+BBy+D o+ Dgl[4ky o+2k_ol+[B3][2k o +2k_¢]
8 (4w1+2w5)— 2 (4ko+2k_g)
E =u ([A1C7+Az65+A3C6+3132+B3B4+D1+D7] [3k+0+3k_0])
9 (Bw1+3wy)— 2 Bkyo+3k_g)
E =u ([A1C8+A2C9+A3CZ+A4C6+A8C1+B435+D2+D5+D6][3k+o+k_0])
10 (3w1+w2)— 0 (3k+0+k_0)
Eqy =u [A1C3+A4,C6+A3C7+B3B3+D7+Dg][2k o +4k _o]+[B5][kyo+2k_o]
11 2wy +4w;)— 2 (2k4o+4k_g)
E =I,[ ([A1C4+A2CZ +A3Cg+A4C7+A865+31312+3235 +D6+D7+D8+D10] [2k+0+2k_0])
12 (w1 +2w2)— 2 (2k4o+2k_g)
E =Il ([AzC7+A3€3+BzB4+D3+D9][k+0+5k_0])
13 (w1+5w2)— 2 (kyo+5k_o)
E =l,[ ([A1623+A2Cs+A3C4+A4C3+A866+33312+D4+D7+D9+D10][k+0+3k_0])
14 (w1+3wz)— 2 (kio+3k_o)
E =l,[ ([A1624,+A2C12+A4C4+A5C'5+A6C7+A8C12+BIBII+3236+35312+D8+D10][k+0+k_0]
15 (w1+wz)— 2 (kio+k_o)
Ei =u ([A1C9+A451+3135+D1+D11][5k+0—k—o])
16 (5w1-wz)— 2 (ko +5k_g)
Ey; =u [41C10+A44Co+A6C1+B1B6+D11+D 13[4k 0—2k_ol+[BE][4k40—2k_o]
17 (4w1—-2w;)— 2 (4k,o—3k_o)

)
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Eys =1 ([A1C11+A4C10+A6C9+3138+3536+D12+D13][3k+0—3k—o])
18 (3w1-3wz)— 2 (3k+0-3k—o)
19 Bwi—w2)- 2 Bkio—k—o)

Eoo = [41C15+44C11+46C10+BsBg+D13+D15][2ks0—4k_ol+[BE][k.0—2k_o]
20 =H (2w1—4w3)— 2 (2kpo—4k_g)

E,q = ([A1616+A3611+A4612+A6CZ+A7C9+31310+D11+D13+D14+D16][2k+0_2k—0])
21 (2w1-2w2)— 2 (2kyo—2k_g)

E,y =11 ([A4C15+A6C11+3638+D15+D19][k+o—5k—o])
22 (w1-5w2)— 2 (k4o—5k_)

E,3 = ([A1C19+A3C15+A4C16+A7C1o+35310+03+Dls+Dle+Dzo][k+o—3k—o])

3 (w1-3w2)— 2 (ki9—3k—_o)
EZ4-

= ([A1C20+A2C11+A3C10+ASC9+A6CB+A7CZ+A8C10+BIBQ+B3Blo+B438+D14+D16][k+0_k—0])
(w1—w2)— 2 (kyo—k_g)

_,, ([A1D1+ B1C1+E1][7k 0]
Vi= ( Twi— 2 (Tkyg) )

V _ ([A1D2+ A3D11+A4D5+B1Cy+B3C9+B5C5+E{+Ey+E7 +E16] [5k+0])
2=H Sw1— 2 (5k4o)
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[A2D12+ A3D14+A4D8+A5D1+A6D6+A7D5+A8D11+B3C12+B4C10+Bs€8+BGCG+E2+]
3w1— 2 Bkyo)
V - 1 +
37H E3+E19+E19][3k40]
3(1)1— ] (3k+0)
V. =u ([AzDs"' 32C3+E4][7k—o])
4 Twa— 2 (Tk_g)
V _ ([A2D4+ A3D31+AgDg+B9C4+B4C23+B12C7+E4+E5+E 3 +E46] [Sk_o])
5°H Swy— 2 (5k_g)
[A1D29+ A3D3p+A4D31+A5D7+AgD3+A7Dg+AgD19+B3C22+B4C24+B11C¢+B12 (:8+E5+]
3w1— 2 (ko)
V.=
6~H Eg+E14+E47][3k_o]
3(1)2— 0 (3k_0)
V _ ([A105+ A3D1+3165+B3C1+E1+E7][6k+0+k_0])
7 H (6wi+wy)— N (6k+0+k_0)

s ([A1D6+ A2D1+A3D5+Blc6+B3C5+B4C1+E7+E8][5k+0+2k_0])

(5(l)1+2(l)2)_ 0 (5k+0+2k_0)
V _l,[ ([A1D7+ A2D5+A3D6+BlC7+Bzcl+Bgcﬁ+B4CS+E8+E9] [4k+0+3k_0])
9=

(4w1+3wy)— 02 (4k+0+3k_0)

A1Dg+ A2D11+A3D2+A4D6+A3D1+31C8+B3C2+B4C9+35C6+E2+E7+Eg+510]]
[4k+o+k_o]
(Aw1+wy)— 2 (4k+0+k_0)

Vio =u
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H ([A1D9+A2D6+A3D7+Blc3+BzC5+B3C7+B4C6+E9+E11] [3k+0+4—k_0])
Bwit+4wy)— 2 (3k+0 +4k_0)

[A1D10+A2D2+A3D8+A4D7+A8D5+Blc4+32Cg+B3Cs+B4C2+BsC7+Blzcl+E9+E11]
[Bk4o+2k_o]

—H (Bw1+2w3)— 2 (3k,o+2k_g)
=l,[ ([A1D3+A2D7+A3D9+BZC6+3363+B4C7+E11+E13][2k+0+5k_0])
Rw1+5wy)— 02 (2k+0+5k_0)
[A1D4+A2D8+A3D10+A4D9+A8D6+31C23+32C2+B3C4+B4Cs+BsC3+BlZC5+E9+E11+
=u Eq3+E14][2k40+3Kk_q]
(2w1+3w3)— 2 (2k,o+3k_g)
[AzD14+A4D10+A5D5+A6D7+A7D6+A8D2+BlC24_+32C10+35C4+36C7+311C1+812C9+
=u B4C1p+E3+E19+E12+E15][2K 1 0+k_o]
(Lwi+wz)- 2 2k, o+k_o)
=l,[ ([A2D9+A3D3+32C7+B4C3+E4+E13][k+0+6k_0])
(w1+6wz)— 2 (kio+6k_o)

[k+o+4k_o]
(w1+4wz)— 2 (kyo+4k_o)

[A1D31+A2D10+A3D14+A4D3+A8D7+BzCB+Bg623+B4C4+31266+E5+E11+E13+E14]
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B13C3+E¢+E1p+E14+E 5][ki0+2k_o]
(w1+2w2)— 2 (kio+2k_o)

[A1D32+A4_D4+A5D6+A6D9+A7D7+A8D3+BlCZZ+Bzclz+83C24+35C23+BGC3+311C5+

[A1D11+A4D1+Blc9+BSC1+E1+E16][6k+0_k—0])

K (6w1—wz)— 2 (6kro—k_o)

([A1D12+ A4-D11+A6D1+BlC10+BSC9+B6C1+E16+E17][5k+0_2k—0])
(5(1)1—2(02)— 0 (5k+0—2k_0)

=

([A11713+ A4D12+AﬁD11+31C11+35C10+BeC9+38C1+El7+E18][4k+o—3k—o])
(4(1)1—3(1)2)— 0 (4k+0—3k_0)

]
=

[A1D14+ A3Dq9+A4Dy+AgD5+A7D1+B1C12+B3C19+B5Cy+BgCs+Ey+Eq16+E17+Eq9]
[4k+o—k—o]
(4w1—-w2)— 2 (4ko—k—o)

]
=

=u ([A11715+A4Dl3+AeD12+31€15+35C11+36C10+BBC9+518+Ezo][3k+o—4k—o])
(3(1}1—4(1)2)— 2 (3k+0—4k_0)

[A1D16+A3D13+A4D14+A6D2+A7D11+31616+Bz611+Bsclz+B6C2+38C5+31061+E17+E18
+E19+E21](3k40—2Kk_o]
(3(4)1—2(‘)2)— 0} (3k+0—2k_0)

=4 ([A1D19+A4015+AGD13+35C15+36€11+38C10+Ezo+522][2k+0—5k—o])
(2(1)1—5(1)2)— 0 (2k+0—5k_0)
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[A1D29+A3D15+A4D16+A6D14+A7D12+B1C19+B3C15+B5C16+BC12+BgC2+B19Co+E18+E20+
Ep1+Ep3][2k,0—3k_o]

—H (2w1-3wz)— 2 (2k,o—3k_g)
[AZD14+A4D10+A5D5+A6D7+A7D6+A8D2+BlCz4+Bzclo+35(:4+3667+31161+312C9+
Vo = B4Cip+E3+E19+E13+E5][2k9+Kk_o]
27 TH

Rwitwr)— 2 (Zk+0+k_0)

V,g =1 ([A4D19+A6915+36C15+38C11+522+Ezs][k+0—6k—0])
28 (w1—6wz)— 2 (ki9—6k_p)

[A1D25+A3D19+A4D29+A6D16+A7D13+B5C19+BsC16+BgC12+B19C10+E20+E22+E23+E29]
[k+o—4k_o]
(w1—4w2)— 2 (kyo—4k_o)

Vo =u

[A1D26+A2D15+A3D20+A5D12+A7D14+A3D13+Bl618+B3C19+B4C15+Bs€20+38(:8+39€9+
B10Ca+Ep1+Ep3+E4+E30][ky0—2Kk o]
(w1—2w32)— 2 (kyo—2k_p)

=u
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Tabel 4.2 Bilangan gelombang untuk Free Wave pada tiap ordenya

No | Orde solusi Bilangan gelombang Free Wave
k, = 071 2w,)
ky = Q71 Q2w,)

1 2 ks = Q7w + w,)
ky = Q70 — 0)
ks = Q7' (3w,)
ke = Q71 (3wy)

k, = Q7 1Q2w; + wy)

2 3 kg = QN (w; + 2w,)
ke = O 12w, — w,)
ki = Q7N (w; — 2w;)

ks = Q7 1(4w,)
ki, = Q71Q2w,)
kiz = Q7' (4wy)
kiy = 071 Q2w,)
3 4 kis = Q7 1Bw; + w,)

k16 = 9_1(2(1)1 + 2(1)2)
ki; = Q7 (w; +3w,)
kig = Q7 (w1 + w,)

kig = 07 'Bw; — w,)
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ko = Q7' Qw; — 2w;)
kz1 = 07 (w; — 3w;)

ky, = Q7w — wy)

Kps = 0 1(507)

koa = Q7' (3wy)

kys = Q7' (5wy)

ko = Q7' (2wy)

ko7 = Q7' (4w; + ;)
kys = Q7 1(Bw; + 2w,)
kyo = Q71 2w, + 3w,)
k3o = Q712w + wy)
ks1 = Q7w + 4w,)
ks = Q7N wg + wy)
k33 = Q7' (4w; — wy)
k3s = Q7' Bw; — 2w;)
k3s = Q7' (2w, — 3w,)
k3 = 0712w — ;)
ks; = Q7 1w, — 4w,)

k3g = Q71w — w;)

k3o = Q71 (6w,)
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kyo = Q7' (4wy)

kyp = Q71 Q2wy)

kyz = Q71 (6w;)

kyz = Q71 (4w,)

Kaa = Q71 (2w5)

kys = Q7 (5w; + wy)
Kio = Q7 14w, + 2w5)
ks, = Q7 1Bw; + 3wy)
kyg = Q7' (Bw; + wy)
ko = Q71Q2w; + 4wy)
kso = Q7 12w, + 2w,)
ks; = Q7 1w, + 5w,)
ks, = Q7 1w, + 3w,)

ksz3 = Q7 (01 + wy)

kss = Q7' (5w — wy)
kss = Q7' (4w; — 2w;)

ks = Q7' (Bw; — 3w,)

Q7' Bw; — wy)

=

U1

N
Il

ksg = Q7' (2w — 4w,)
ks = Q7' (2w; — 2w,)
ko = Q7N (w; — 5w3)

kg1 = Q71 (w; — 3wy)
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Kez = Q71 (w1 — wy)

kes = Q71 (7w,)
kes = Q7' (5w1)
kes = Q7' (Bw,)

kee = Q71 (Twy)

ke7 = Q7' (502)

keg = Q7' (3wy)

Kgo = Q716w + w,)
ko = Q715w + 2w5)
k;1 = Q7 14w, + 3wy)
ks, = Q714w + w,)
k,s = Q71 (Bw; + 4w,)

ks, = Q1 Bw; + 2w,)

012w, +50,)

-
3
vl

I

k76 = 9_1(2(1)1 + 3(1)2)

k77 = 9_1(2(.01 + (1)2)
krg = Q7N w; + 6wy)

kyo = Q7 (w; +4w,)
kgo = Q71 (wg + 2wy)

kg1 = Q71 (6w, — wy)
kgy = Q7' (5w — 2w,)
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kgz = Q7' (4w; — 3w,)

Q7 (4w, — o)

=
[oe]
~

Il

kgs = Q7' (Bw; — 4w,)

0 1(Bw; — 2w,)

o

©

o
I

kg = Q7' 2wy — 5w,)
kgg = 07" (2w — 3w,)

kgo = Q071 2w; — wy)
koo = Q71 (w; — 6w,)

kor = Q7 (w; — 4w,)

koz = Q71 (w1 — 2w,)

N2—a = M1+ (M3sp — N3psp) + (Mssp — Nsfsp)

P = i(kx — &t)
Q=5 &~
R—1 K -k
=5 (K —k)x

Dengan P = i(kx— @), 0 = %If.fi —k)x,dan R = J;:'fr —k)x.
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= kotk k3etk = k3, tk = 1
Dengan K = =——¢ = == ' = == dan k = (k, +

k_). Disamping bentuk di atas, kg, juga dapat dinyatakan dalam

bentuk lain dengan menguraikan K'(w) = Q! dari K, K', dan k

dalam deret Taylor di sekitar v (v =

N |-

[0)1 - 0)2]) BentUk kMTA(U)

dapat ditulis sebagai berikut

Kyta = M; + Myv + MavZ + M, v3 + Mov* + Mgv® + M8
+ 0(g”)

Dengan M; hingga M, pada persamaan (4.8.6) dapat dilihat
dalam lampiran C. Koefesien M; hingga M, juga dipengaruhi oleh
K(w) = 07 1(w) dan K'(w), yang mana K'(w) merupakan turunan
dari K(w) = Q7 1(w) pada titik w(w = %[a)1 + a)z]) dengan orde

turunan yang bersesuaian dengan jumlah tanda aksennya.
(kg +k19) _ (ks +Kkag)

K=
2 2
ra (k34 +K35)
2
R = (k34 + Kk35)
2
o e —k)
2
=, _ (k3q —Kk3s)
K =
2
Gk +k)
2
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FAA = 2,7478
Xmax = 116,5692 m
Kvra = My 4+ Myv + M3v2Z + Myv3 + Mgv? + 0(e%)
Berdasarkan penyelidikan perambatan gelombang melalui
persamaan KdV yang telah dipaparkan di atas, bahwa solusi semi
analitik dengan menggunakan parameter gangguan dari orde ke-1
hingga orde ke-7,melalui dianalisa 2 buah parameter, yaitu MTA
(Maximal Temporal Amplitude) dan FAA (Faktor Amplifikasi Amplitudo)
dari gelombang input 11 (0,t) = 2a cos (a+f) cos (a-f) didapat bahwa
solusi semi analitik dengan menggunakan parameter gangguan pada
orde ke-7 mempunyai pengaruh orde yang lebih tinggi terhadap
terbentuknya gelombang. Hal ini dapat dilihat dari plotting solusi
dalam bentuk grafik sinyal elevasi gelombang yang bergantung waktu

(t) dengan nilai x yang tetap (1 (xf;, t) dan MTA.

86



BABV
PENUTUP
A. Kesimpulan

Solusi semi analiti persamaan KdV mulai dari orde satu
hingga orde ke tujuh diperoleh dengan mengkombinasikan 7
persamaan yang diperoleh dari persamaan KdV termodifikasi, input
gelombang bikromatik 7;, 2 persamaan ekspansi bilangan gelombang
dengan menggunakan teori gangguan dan Deret Taylor serta
ekspansi 7 dengan teori gangguan yang menghasilkan solusi orde
ketujuh, baik solusi Bound wave maupun solusi free wave. Solusi ini
berbeda dengan solusi dalam Afriadi(2017) dan Marwan(2010) dalam
konteks pengaruh orde yang lebih tinggi. Pengaruh lain dalam
didapati pada jarak pemuncakan yang lebih dekat daripada titik
awal, hal ini dapat mengindikasikan bahwa orde yang lebih tinggi
berpengaruh dari solusi dapat memberikan pengaruh pada
pemuncakan maksimum gelombang untuk yang pertama kali.
Pemuncakan pertama kali terjadi pada jarak x =110 m untuk solusi
orde kelima. Nilai ini berbeda dengan hasil yang terdapat dalam
Marwan (2010) sebesar 118 m dan HUBRIS 127 m dengan solusi
elevasi hingga orde ketiga.

Pesamaan (4.8.2) menggambarkan k., yang mengandung k.,
dan k., yang mana bilangan gelombang tersebut menggambarkan
jumlah gelombang yang terbentuk tiap meter, peningkatan nilai k¢
berbeda dengan Afriadi(2017) dan Marwan(2010), hal ini
dikarenakan oleh ekspansi dari £ yang ordenya lebih tinggi. Jika nilai
bilangan gelombang meningkat, pemuncakan gelombang akan

terjadi lebih dekat. Tamsilan ini menggambarkan bahwa makin besar
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nilai bilangan gelombang, maka pemuncakan pertama dari
gelombang akan lebih dekat ke titik asal. Hal ini menunjukan bahwa
MTA tertinggi yang pertama pada gelombang dari solusi ini lebih
dekat sekitar 8 meter.
B. Saran

Berdasarkan penelitian ini, Peneliti menyarankan untuk bisa
dilakukan penelitian lanjutan dengan meningkatkan jumlah orde dari
solusi yang lebih tinggi dari orde ketujuh baik bikromatik ataupun
selainnya. Disamping itu juga, suku-suku side band untuk orde yang
lebih tinggi juga bisa dijadikan untuk penelitian untuk mendapatkan
gambaran tentang pengaruh orde yang lebih tinggi secara detail
tentang maximal temporal amplitude (MTA). Pada orde tinggi, ekspansi
Q1 dalam Deret Taylor juga diekspansikan dari orde yang lebih tinggi
juga, sehingga pengaruh ekspansi bilangan gelombang terhadap
elevasi gelombang juga bisa dijadikan kajian yang lebih lanjut dari

penelitian ini.
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